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NOTATION

The sum m ation c o n v e n t i o n  i s  u s e d  t h r o u g h o u t ,  u n l e s s  

s p e c i f i c a l l y  s u s p e n d e d .

-  a p s e u d o - E u c l id e a n  n d i m e n s i o n a l  s p a c e  w i t h  m e t r i c

fo rm ,

o(

Rĵ  -  a R iem an n ian  ( u s u a l l y  r e l a t i v i s t i c )  n d im e n s io n a l  

s p a c e  w i t h  m e t r i c  fo rm ,

-  dx' dx^

S  d9^4 Sm^edjzS^
 ̂ w here Qj <f) a r e  s p h e r i c a l

p o l a r  a n g u la r  c o o r d i n a t e s .



ABSTRACT

T h is  d i s s e r t a t i o n  i s  d i v i d e d  i n t o  th e  f o l l o w i n g  f i v e  

c h a p t e r s !

CHAPTER 1

The d e f i n i t i o n  o f  a f l a t  s p a c e  i s  d i s c u s s e d  

from  t h e  p o i n t  o f  v ie w  o f  t h e  m e t r i c  form  i n  t h e  s p a c e  

b e i n g  r e d u e a b le  t o  one w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  f o r  

some c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  and t h i s  i s  shown t o  be  

e q u i v a l e n t  t o  t h e  v a n i s h i n g  o f  th e  feLga4  t e n s o r .  Some 

g e n e r a l  r e s u l t s  c o n c e r n in g  t h e  i s o m e t r i c  em b ed d in g  o f  

R iem an n ian  m e t r i c s  i n  f l a t  s p a c e s  a r e  d e r i v e d .

CHAPTER 2 

I n  t h i s  c h a p t e r ,  K a sn e r * s  p r o o f  t h a t  an 

em bedding  o f  an y  s o l u t i o n  o f  E i n s t e i n * s  vacuum e q u a t i o n s  

in  a f i v e  d im e n s io n a l  f l a t  s p a c e  i s  i m p o s s i b l e ,  i s  

g i v e n  i n  d e t a i l ,  w i t h  a s h o r t  n o t e  r e g a r d i n g  t h e  

s i g n a t u r e  o f  t h e  em bedding  s p a c e .  K a s n e r *s  m in im a l  

em b ed din g  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  i s  

d e r i v e d .  The c o n t e n t s  o f  t h i s  c h a p t e r  a r e  f u r t h e r  

d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  4 .



CHAPTER 3

F r o n s d a l* s  em b ed d in g  o f  t h e  S c h w a r z s c h i ld

E x t e r i o r  S o l u t i o n  i n  E . i s  t r e a t e d  i n  d e t a i l  a s  ano
i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  u s e  o f  th e  em bedding  m ethod i n  

g e n e r a l  r e l a t i v i t y .

CHAPTER 4

The c o n t e n t s  o f  t h i s  c h a p t e r  a r e  w h o l l y  b a se d  

upon a s y s t e m a t i c  ap p roach  t o  t h e  p ro b lem  o f  f i n d i n g  

th e  em b ed din g  t r a n s f o r m a t i o n s  and m in im a l  em bedding  

s p a c e s  f o r  c e r t a i n  r e l a t i v i s t i c  m e t r i c s ,  by  t h e  u s e  o f  

s e t s  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The em b ed d in gs  

o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  by K asn er  and  

F r o n s d a l  a r e  s l i g h t l y  g e n e r a l i s e d .  K a sn e r * s  r e s u l t  o f  

C h a p ter  2 i s  c r i t i c i z e d  on t h e  g ro u n d s  t h a t  i t s  i n i t i a l  

a s s u m p t io n s  a r e  t o o  r e s t r i c t i v e ,  and g i v e  r i s e  to  m i s 

l e a d i n g  r e s u l t s .  In  v ie w  o f  t h i s ,  i t  i s  p r o v e d  t h a t  

t h e  S c h w a r z s c h i ld  E x t e r i o r  S o l u t i o n  i s  n o t  em b ed d ab le  

i n  Eg by an in d e p e n d e n t  m eth o d . O ther em b ed d in g s  o f  

r e l a t i v i s t i c  m e t r i c s  a r e  d e r i v e d .
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INTRODUCTION

In  h i s  book  on "R iem annian  G eom etry" ,

L. P . E i s e n h a r t  h a s  d e v o t e d  much s p a c e  to  t h e  s t u d y  o f  

R iem an nian  s u r f a c e s  embedded i n  h i g h e r  d im e n s io n a l  f l a t  

s p a c e s .  In  t h e  c a s e  o f  g e n e r a l  R iem an n ian  s u r f a c e s ,  

E i s e n h a r t  fo u n d  t h i s  t o  be a c o n v e n ie n t  m ethod f o r  

s t u d y i n g  t h e i r  p r o p e r t i e s .  H ow ever, i n  r e l a t i v i s t i c  

s p a c e s ,  i t  h a s  been  fo u n d  t h a t ,  f o r  th e  m o st  p a r t ,  t h e  

g e n e r a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  i n  t h e  s p a c e s  t h e m s e lv e s  

a r e  n o t  t o o  d i f f i c u l t  to  d e a l  w i t h ,  an d  t h e  em b ed d in g  

f l a t  s p a c e s  a r e  o f  l i t t l e  u s e  i n  t h e  u n d e r s t a n d in g  o f  

g r a v i t a t i o n  and c o s m o lo g y .  The u s e  o f  th e  t e c h n iq u e  f o r  

s t u d y i n g  r e l a t i v i s t i c  s p a c e s  i s  w e l l  i l l u s t r a t e d  by

C. F r o n s d a l *8 c o m p l e t i o n  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r

S o l u t i o n  b y  an em b ed din g  i n  a f l a t  s p a c e  o f  s i x

sr
a)

d im e n s io n s '^  H ow ever, th e  same r e s u l t s  w ere  l a t e r

o b t a i n e d  by M. D. K r u s k a l  w i t h o u t  u s i n g  an em bedding  

Thus, i n t e r e s t  i n  t h e  m ethod s u b s id e d  a g a i n .

The em bedding m ethod  had b e e n  c o n s i d e r a b l y  

u s e d  e a r l i e r  by S c h r o d in g e r  i n  h i s  book " E xp and in g  

U n iv e r s e s " ,  w h ere  he c o n d u c t s  a l e n g t h y  d i s c u s s i o n  o f  

t h e  de S i t t e r  U n iv e r s e  c o n s d i e r e d  a s  a p s e u d o - h y p e r s p h e r e
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in  a p s e u d o - E u c l id e a n  f i v e  d i m e n s i o n a l  s p a c e .  S d d in g t o n  

a l s o  u s e s  i t  a s  a s im p le  i l l u s t r a t i o n  o f  th e  t r a n s i t i o n  

from  a N ew to n ia n  t o  a G e n e r a l  R e l a t i v i s t i c  t h e o r y  o f  t h e  

s o l a r  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  i n  h i s  i n t r o d u c t i o n  t o  

r e l a t i v i t y  t h e o r y  -  " S p a c e , Time and G r a v i t a t i o n " ,

( p a g e s  9 5 ,  9 6 ) .

The r e a l  r e v i v a l  o f  i n t e r e s t  in  t h e  em b ed d in g

p rob lem  i s  due t o  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  th e  e le m e n t a r y

p a r t i c l e  sy m m e tr ie s  may i n  some way a r i s e  from  t h e

s p a c e - t im e  g e o m e tr y .  New s y m m e tr ie s  may be a s s o d i a t e d

w i t h  some s p a c e  o r t h o g o n a l  t o  t h e  f o u r  d im e n s io n a l  s p a c e

i n  w h ich  we e x i s t ,  i n  w h ich  c a s e ,  t h e  e x t r a  d im e n s io n s

o f  th e  em b ed din g  sp a c e  may p r o v id e  u s  w i t h  su ch  an
(s)

o r t h o g o n a l  s p a c e .  R. P e n r o s e  h a s  s a i d ,  "The number  

(and  s i g n a t u r e )  o f  t h e s e  new d im e n s io n s  i s  t o  be 

d e te r m in e d ,  i n  t h i s  a p p r o a c h ,  by  th e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  

em bedding  s p a c e  be m in im a l and p s e u d o - E u c l i d e a n .  I t  i s ,  

t h u s ,  o f  some r e l e v a n c e  go t r y  t o  d e te r m in e  t h e  number  

and n a t u r e  o f  t h e  e x t r a  d im e n s io n s  r e q u i r e d  f o r  t h e  

i s o m e t r i c  em b ed din g  o f  a g e n e r a l ,  p h y s i c a l l y  i n t e r e s t i n g ,  

g e n e r a l - r e l a t i v i s t i c  s p a c e - t i m e . "  A more d e t a i l e d  

d i s c u s s i o n  o f  t h e  m o t i v a t i o n  f o r  t h e  s t u d y  o f  t h i s  

p ro b lem  h a s  b e e n  p o s tp o n e d  t o  t h e  l a s t  c h a p t e r .
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()A m in im a l  em b ed d in g  i s  one  i n  w h ic h  t h e  p s e u d o - E u c l i d e a n  

e m b ed d in g  s p a c e  h a s  t h e  minimum number o f  e x t r a  

d im e n s io n s  o v e r  t h e  o r i g i n a l  R ie m a n n ia n  s p a c e ) .

W ith  r e g a r d  t o  t h e  g e n e r a l  r e l a t i v i s t i c  p a r t  

o f  t h e  p r o b le m , a v e r y  e x t e n s i v e  l i s t  o f  e m b e d d in g s  h a s
M  M

b een  p u b l i s h e d  by  J • R o s e n .  J . P l e b a n s k i  h a s  p u b l i s h e d

a c o m p r e h e n s iv e  a c c o u n t  o f  t h e  em b ed d in g  o f  s p h e r i c a l l y

sy m m e tr ic  s p a c e - t i m e s  i n  f l a t  s p a c e s .  The more

t h e o r e t i c a l  a s p e c t s  o f  t h e  p r o b le m  h a v e  r e c e n t l y  b e e n
(3)

d i s c u s s e d  b y  A . F r ied m a n  f o l l o w i n g  on fro m  t h e  e a r l i e r
(11) 0  ̂ U3)

c l a s s i c a l  w o r k s  by J a n e t ,  C a r ta n  and B u r s t  i n ,  on

p o s i t i v e  d e f i n i t e  m e t r i c s ,  w h ic h  F r ied m a n  h a s  g e n e r a l i s e d

t o  i n d e f i n i t e  m e t r i c s .  F or  t h e  m a in  p a r t ,  o n l y  th e

*p h y s i c a l l y  i n t e r e s t i n g *  r e l a t i v i s t i c  s p a c e - t i m e s  a r e

d i s c u s s e d  i n  t h i s  d i s s e r t a i i o n .  The c a s e  f o r  a

c o n n e c t i o n  w i t h  e l e m e n t a r y  p a r t i c l e  p h y s i c s  h a s  b e e n

f u l l y  d i s c u s s e d  i n  t h r e e  p a p e r s  w h ic h  fo rm e d  p a r t  o f  a

’ S e m in a r  on t h e  E m bedding  Problem *  ̂ b y  C. F r o n s d a l j ^

D. J o s e p h  and Y, N e*em an, an d  by  E . T. Newman.

The p e n u l t i m a t e  c h a p t e r  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n

i s  c o n c e r n e d  w i t h  a more s y s t e m a t i c  a p p r o a c h  t o  t h e

p r o b le m  o f  f i n d i n g  t h e  e m b ed d in g  t r a n s f o r m a t i o n s .  K a sn e r

R osen  and P l e b a n s k i  h a v e  u s e d  a *g u essw o rk *  a p p r o a c h  t o
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t h i s  p r o b le m , b a s e d  up on  e x p r e s s i n g  t h e  m e t r i c  i n  t e r m s  

o f  s q u a r e s  o f  p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l s .  T h is  m eth od  i s  

e q u i v a l e n t  t o  t h a t  o f  s o l v i n g  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  w h ic h  e x p r e s s  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  th e  m e t r i c s  

i n  t h e  c u r v e d  and f l a t  s p a c e s  ( t h e s e  e q u a t i o n s  w i l l  

h e r e  be c a l l e d  t h e  * i s o m e t r y  e q u a t i o n s ' ,  n o t  t o  be  

c o n f u s e d  w i t h  K i l l i n g ' s  e q u a t i o n s ,  W hich r e f e r  t o  

p r e s e r v a t i o n  o f  t h e  m e t r i c  form  b y  c o o r d i n a t e  

t r a n s f o r m a t i o n s  w i t h i n  t h e  c u r v e d  sp a ce ) .

The a d v a n t a g e  o f  u s i n g  t h e s e  e q u a t i o n s  can  be  

s e e n  fro m  t h e  d e r i v a t i o n  o f  two s l i g h t l y  more g e n e r a l  

c l a s s e s  o f  e m b ed d in g s  o f  th e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  

S o l u t i o n  w h ic h  r e d u c e  to  t h e  known e m b e d d in g s ,  b y  K a sn e r  

and F r o n s d a l ,  i n  p a r t i c u l a r  c a s e s .  A c r i t i c i s m  o f  

K a s n e r ' s  p r o o f  t h a t  no s o l u t i o n  o f  E i n s t e i n ' s  vacuum  

e q u a t i o n s  c a n  be em bedded i n  Eg i s  fo u n d  and an  

e x i s t e n c e  th e o r e m  p r o v e d  f o r  t h e  em b ed d in g  o f  c e r t a i n  

t y p e s  o f  m e t r i c  s p a c e s  i n  E g .  J .  P l e b a n s k i ' s  em b ed d in g  

o f  a s p h e r i c a l l y  s y m m e tr ic  s p a c e - t i m e  i s  a l s o  

g e n e r a l i s e d  i n  a way s i m i l a r  t o  t h a t  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  

E x t e r i o r  S o l u t i o n .
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FLAT SPACES AND GENERAL RESULTS 

CONCERNING THE EMBEDDING OF RIEMANNIAN SPACES

IN FLAT SPACES

1 .  F l a t  S p a c e s

A p s e u d o - E u c l i d e a n  f l a t  s p a c e  i s  one i n  w h ic h  

t h e  m e t r i c  t e n s o r  t a k e s  t h e  form^

_  (U'" = ( i )
OL

i n  some c o o r d i n a t e  s y s t e m  -  c a l l e d  p s e u d o - c a r t e s i a n  

c o o r d i n a t e s .  The e x c e s s  o f  t h e  num ber o f  p o s i t i v e  

t e r m s  o v e r  t h e  number o f  n e g a t i v e  t e r m s  i s  an i n v a r i a n t  

t h e  s i g n a t u r e .  I f  t h e  s i g n a t u r e  i s  n ,  t h e n  t h e  s p a c e  

o f  w h ic h  Cl) i s  t h e  p o s i t i v e  d e f i n i t e  m e t r i c  i s  s a i d  t o  

be a E u c l i d e a n  s p a c e  o f  n d i m e n s i o n s ,  In  t h e  f o l l o w i n g ,  

p o s i t i v e  d e f i n i t e  m e t r i c s  w i l l  fee r a r e l y  u s e d  and t h e  

n o t a t i o n  E^ w i l l  be u s e d  f o r  a n y  s p a c e  h a v i n g  a p s e u d o -  

E u c l id e a n  m e t r i c  o f  n d i m e n s i o n s .

A n e c e s s a r y  and s u f r i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e r e  

to  e x i s t  a c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w h ic h  t h e  m e t r i c  t a k e s  

t h e  a b ove  form  i n  a R iem a n n ia n  s p a c e  R^, i s  t h a t  t h e  

Riemann:' . t e n s o r  i s  z e r o .  I t  i s  n e c e s s a r y  to  d e f i n e  

f l a t n e s s  i n  t h i s  way s i n c e  a c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  

may t a k e  t h e  m e t r i c  i n t o  a n o t h e r  f o r m ,w h ic h  i t  i s  n o t
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i m m e d ia t e ly  o b v i o u s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  a b o v e  fo r m .

We know t h a t  i f  two sy m m e tr ic  q u a d r a t i c

d i f f e r e n t i a l  fo r m s  a r e  e q u i v a l e n t ,

i . e .  = g q  6x^6%''

th e n  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t ^

w here

x ‘ = %'“) (3)

a r e  t h e  n in d e p e n d e n t  e q u a t i o n s  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  

from  X c o o r d i n a t e s  t o  x ’ c o o r d i n a t e s .

Now

X
>A<r

w h ere

L ' j i -  '  f  [ s -  B g -  ' g ]  ( 5 )

-  t h e  C h r i s t o f f e l  s y m b o ls  o f  t h e  s e c o n d  k i n d .

T h us, i f  t h e  q u a d r a t i c  fo r m s  a r e  e q u i v a l e n t ,  t h e

e q u a t i o n s  (4) a d m it  n ( n f l )  s o l u t i o n s ,  w h ic h  a r e  t h e  
i

f u n c t i o n s  x  and , w h ic h  m ust a l s o  s a t i s f y  t h e

i n ( n + l )  e q u a t i o n s  (2).

D i f f e r e n t i a t i n g  (4) w i t h  r e s p e c t  t o  x ’ and
/O ’

d i f f e r e n t i a t i n g  s i m i l a r  e q u a t i o n s  f o r  ij.r. t . x ' ^
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t h e  e q u a t i o n ,

^o-vR ' '  f e )

c a n  be d e r i v e d  b y  e l i m i n a t i n g  t h i r d  o r d e r  d e r i v a t i v e s ,  

w here ^

i s  t h e  Riem ann: t e n s o r  w i t h  r e s p e c t  t o  g^^^. E q u a t io n  (6) 

i s  e q u i v a l e n t  t o  ^

0* 0 ?2^ §2^. ^  /h\
Hryuav = Kkljk ^x’'' w j

w h ic h  i s  t h e  i n t e g r a b i l i t y  c o n d i t i o n  on e q u a t i o n s  (4),by  

v i r t u e  o f  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  t h i r d  o r d e r  d e r i v a t i v e s  

i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  (ô). S i n c e  e q u a t  i o n s  (4) w ere  

o b t a i n e d  from  (2) by d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  x ' ,  

any  s o l u t i o n s  o f  (4) m u st  make

and i f  t h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f ( 4 ) a r e  

o h o o s e n  t o  make t h e  c o n s t a n t s  z e r o ,  t h e  s o l u t i o n s  w i l l  

s a t i s f y  (2) a l s o .  T h is  im p o s e s  J n (n + 1 )  c o n s t r a i n t s  on  

th e  c o n s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n  o f  (4),l e a v i n g  a t  m o s t  

J n (n + 1 )  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  w h ic h  may be f u r t h e r  r e d u c e d
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i n  number by  t h e  i n t e g r a b i l i t y  c o n d i t i o n s  on W*

I n  p a r t i c u l a r  i f  t h e  g^^ a r e  c o n s t a n t s ,  i . e .  

t h e y  r e p r e s e n t  a f l a t  s p a c e  a c c o r d i n g  t o  t h e  o r i g i n a l  

d e f i n i t i o n ,  t h e n  -  0 and h e n c e  R h i j k  = 0 b y

v i r t u e  o f  (?). C o n v e r s e l y ,  i f  t h e  R iem ann t e n s o r s  v a n i s h  

f o r  b o th  s e t s  o f  g ^ j ,  ̂ e q u a t i o n s  (7) a r e  i d e n t i c a l l y

t r u e  and t h e  tw o  s e t s  o f  q u a d r a t i c  d i f f e r e n t i a l  fo r m s  

a r e  t r a n s f o r m a b l e  i n t o  e a c h  o t h e r ,  by  a t r a n s f o r m a t i o n  

i n v o l v i n g  ^ n ( n 4 l )  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .

H ence we h a v e  p r o v e d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  

f l a t n e s s  and t h e  v a n i s h i n g  o f  t h e  R iem ann t e n s o r  a s  

r e q u i r e d ,  and  we a l s o  n o t e  t h a t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  

n e c e s s a r i l y  i n v o l v e s  ^ n ( n f 1) a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .

2 .  The I s o m e t r i c  E m bedding o f  R iem a n n ia n  S p a c e s  i n  F l a t  

S p a c e s

C o n s id e r  a R iem a n n ia n  m - d im e n s io n a l  s p a c e  R_m

w i t h  m e t r i c  fo r m ,

-à /e? *=  ^dp , o!;p= L- ' m. ( l )

and a f l a t  s p a c e  E^, w i t h  m e t r i c  fo r m ,

-  dLo*** -  Z  Ü )

r e f e r r e d  t o  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s

A n e c e s s a r y  and s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t h a t  R^ c a n  be
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i s o m e t r i o a l l y  em bedded i n  i s  t h a t  t h e r e  e x i s t  n  

in d e p e n d e n t  r e a l  a n a l y t i c  f u n c t i o n s  ^

i i )

su ch  t h a t ,

L
An i n  i s  d e f i n e d  b y  a s e t  o f  n  in d e p e n d e n t  

e q u a t i o n s  (3j. D i f f e r e n t i a t i n g  (3) g iv e s ^

H ence  from (2j, on  t h e  s u r f a c e  d e f i n e d  b y  (3) i t  i s  n e c e s s a r y  

t h a t  ,

e q u a t i n g  t h i s  to  ( l )  g i v e s  (4). C o n v e r s e ly ,  i f  s u c h  a s e t  o f  

f u n c t i o n s  e x i s t  s a t i s f y i n g  e q u a t i o n  (4), t h e y  d e f i n e  an  

w i t h  m e t r i c  t e n s o r  .

I n  t h e o r y ,  i t  s h o u l d  be p o s s i b l e  t o  d e t e r m in e  

w h e th e r  o r  n o t  an  e m b ed d in g  o f  a g i v e n  i s  p o s s i b l e  i n  

a g i v e n  E^, and t h e  fo r m  o f  t h e  em b ed d in g  t r a n s f o i m a t i o n ,  

from  t h e s e  e q u a t i o n s .  A l l  e m b ed d in g s  a t  t h e  p r e s e n t  

a p p e a r  t o  be b a s e d  upon more i n t u i t i v e  t r i a l  and  e r r o r  

p r o c e d u r e s ,  s i n c e  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u i t i o n s  (4) a r e  

d i f f i c u l t  t o  s o l v e  i n  g e n e r a l .  They h ave  b e e n  s o l v e d  i n  

a l a t e r  c h a p t e r  f o r  c e r t a i n  more f a m i l i a r  g e n e r a l  

r e l a t i v i s t i c  s p a c e  t i m e s  w h e fe  t h e  e q u a t i o n s  ca n  be  

s i m p l i f i e d  c o n s i d e r a b l y .
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A r e s u l t  w h ic h  i s  o f  u s e  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  

p o s s i b l e  s i g n a t u r e s  o f  t h e  em b ed d in g  s p a c e  f o r  

p h y s i c a l l y  i n t e r e s t i n g  s p a c e  t i m e s  i s  t h e  f o l l o w i n g .  

S i n c e  th e  c o o r d i n a t e s  i n  c a n  be c h o o s e n  so  t h a t  

a t  a n y  p a r t i c u l a r  p o i n t  o f  t h e  m e t r i c  can  be r e d u c e d  

t o  on e  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s ,  w h ic h  h a s ,  s a y ,  p 

p o s i t i v e  and  q n e g a t i v e  t e r m s ,  t h e  m e t r i c  o f  t h e  

em b ed d in g  s p a c e  m ust h a v e  a t  l e a s t  p p o s i t i v e  and a t  

l e a s t  q n e g a t i v e  t e r m s ,  s i n c e  m o f  t h e  c o o r d i n a t e s  i n  

t h e  2^  c a n  be i d e n t i f i e d  w i t h  c o o r d i n a t e s  i n  th e  a t  

t h e  p o i n t .

A r e s u l t  o r i g i n a l l y  p r o v e d  by  J a n e t  and C a r ta n  

i n  1 9 2 6 / 2 7  i s  t h a t  a n y  w i t h  p o s i t i v e  d e f i n i t e  m e t r i c  

ca n  be em bedded i n  w h ere  n é j m ( m + l ) .  I f  ( l )  i s  a  

p o s i t i v e  d e f i n i t e  fo r m  and a l l  .th e  Gc a r e  p l u s  on e  i n (2) 

th e n  (4) g i v e s  ^m(m-*-l) e q u a t i o n s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  

th e  f u n c t i o n s  It** • H ence fro m  t h e  t h e o r y  o f  p a r t i a l  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t h e r e  a r e  n r e a l  s o l u t i o n s  t o  C4) 

i f  n =  Jm (m +1), so  we h a v e  an u p p e r  bound on t h e  number  

o f  d im e n s io n s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  em b ed d in g  f l a t  s p a c e .
(lo)

R e c e n t l y  F r ied m a n  h a s  e x t e n d e d  t h i s  r e s u l t  t o  

m e t r i c s  w h ic h  a r e  n o t  p o s i t i v e  d e f i n i t e ^ i n  t h e  f o l l o w i n g  

fo r m . Any R^ w i t h  m e t r i c  t e n s o r  h a v i n g  p p o s i t i v e  and
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q n e g a t i v e  e i g e n - v a l u e s  c a n  be i s o m e t r i o a l l y  em bedded  

i n  an  w i t h  r  p o s i t i v e  and s  n e g a t i v e  m e t r i c  

c o e f f i c i e n t s  w h ere  n &^m(m+l) and r ^ p ,  s  ^ q .

I n  t h e  c a s e  o f  f o u r  d i m e n s i o n a l  r e l a t i v i s t i c  

s p a c e  t i m e s  t h e r e f o r e ^  we can  a lw a y s  embed them  i n  

E u c l i d e a n  s p a c e s  o f  t e n  o r  l e s s  d i m e n s i o n s .
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CHAPTER 2

THE EMBEDDING OF EMPTY SPACE SOLUTIONS 

OE EINSTEIN'S EQUATIONS IE  5D FIAT SPACES 

AND KASNER»S EMBEDDING 

OF THE SCHWARZSCHILD EXTERIOR SOLUTION IN E ,- - ' . . I r I ' " ' D



24

THE EMBEDDING OF EMPTY SPACE SOLUTIONS OF 

EINSTEIN'S EQUATIONS IN FIVE DIMENSIONAL FLAT SPACES

T h ere  a r e  v e r y  fe w  g e n e r a l  r e s u l t s  a v a i l a b l e

i n  t h e  t h e o r y  o f  t h e  em b ed d in g  m e th o d ,  One o f  t h e

e a r l i e s t  t o  be d e r i v e d , a n d  one o f  t h e  m o st  u s e f u l  a s

f a r  a s  r e l a t i v i s t i c  m e t r i c s  a r e  c o n c e r n e d , i s  t h a t , i t  i s

i m p o s s i b l e  t o  p e r fo r m  t h e  l o c a l  em b ed d in g  o f  a vacuum

s o l u t i o n  o f  E i n s t e i n ' s  e q u a t i o n s  i n  a f i v e  d i m e n s i o n a l
(is )

f l a t  s p a c e .  T h is  r e s u l t  i s  due t o  K asn er  and h a s  b e e n  

e s q e c i a l l y  u s e f u l  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  S c h w a r z s c h i l d  

e x t e r i o r  s o l u t i o n .

K a sn er  u s e s  an Eg w i t h  a s e t  o f  r e c t a n g u l a r
1 2  3 4c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  (x  , x  , x  , x  , w) a s  t h e

em b ed d in g  s p a c e .  I n  t h i s  s p a c e  an i s  d e f i n e d  b y  an

e q u a t i o n  o f  t h e  fo r m ,

C0= x '  X**)

so  t h a t  t h e  m e t r i c  fo r m  i n  R^ i s ,

-  -  Ax' + Ax‘*̂ -v Auô
w h ere

Ato = I ?  Ax J =
i e .

-  ^  Ax!



25“

w h ere

and

W r i t in g

we h a v e

u3t ~ 'dx̂
)

^VK. ■=̂ lOl iOk , i- k

l + ioj- lO.vO^ vO.Oj lJ , \O h.

w , u), '+^"1
e tc

— I + u3̂  + u3̂  + *0  ̂ 4- tO 14. .

Thus f a r  t h e r e  a r e  no r e s t r i c t i o n s  on t h e  form  o f  

w (x ^ , x ^ ,  X®, x ^ ) ,  b u t  i t  i s  r e q u i r e d  t h a t  th e  w h ic h  

w r e p r e s e n t s  be a s o l u t i o n  o f  t h e  E i n s t e i n  e q u a t i o n s  i n  

em p ty  s p a c e .  H ence we w i s h  t o  f i n d  a w s u c h  t h a t  t h e  

E i n s t e i n  t e n s o r ,  i s  z e r o .  To do t h i s ,  t h e

c o n t r a c t e d  R i e m a n n - C h r i s t o f f e l  t e n s o r ,  and h e n c e  t h e  

C h r i s t o f f e l  s y m b o ls  o f  t h e  s e c o n d  k in d  m ust be c a l c u l a t e d  

i n  t e r m s  o f  w.

C a lc u lâ t  i o n  o f  t h e  C h r i s t o f f e l  S y m b o ls  o f  t h e  S e c o n d  K ind  

In  te r m s  o f  t h e  ^ i k ; -

i  dp i  ~  a [ 9  P +



2(>

From t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  we h a r e

%  . = u3l Ü3,<+ lOiKiJj

H ence

Now

=  W cp (Je

yniKor <4

Hence =% 1+ Z w h ere  %■ m eans
0 ^ 6'

sum m ation  o v e r  e! 4̂  ^ •

T h e r e f o r e ,  s u s p e n d i n g  t h e  su m m ation  c o n v e n t i o n  on t h e  

l e f t  hand s i d e ,

and

So t h a t

W r it in g

=  z ' a '

So t h a t

1.
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C a l o u l a t l o n  o f  t h e  R l o o l  T e n s o r

The c o n d i t i o n  0 g i v e s

h e n c e
RvK. -  = 0

f  ^1 = 0

1 ,8 *  R — 2R — 0

s o  t h a t  G = 0 4^ R = 0 . 
i k  I k

The R i c c i  t e n s o r  i s  g i v e n  b y ,

•  î / r i i a  -  * t >  i ; r ]  -  k \ % \

(hJT)c . ,  a .
9x^

and a l t e r i n g  some o f  t h e  dummy s u f f i c e s  Rj*v cam be  

w r i t t e n ,

To c a l c u l a t e  t h e  R i c c i  t e n s o r  a t  t h i s  s t a g e  w o u ld  c l e a r l y  

be q u i t e  d i f f i c u l t .  H o w ever , t h e  p r o c e s s  can  be  

c o n s i d e r a b l y  s i m p l i f i e d ) s i n c e  t h e  o r i g i n / a n d  o r i e n t a t i o n )  

o f  t h e  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s , i s  q u i t e  a r b i t r a r y , i t  may 

be c h o o s e n  a s  a p o i n t  on  t h e  s u r f a c e  w i t h  t h e  f i f t h  

c o o r d i n a t e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  th e  n o r m a l t o  t h e  s u r f a c e *  

I f  t h e  o r i g i n  i s  a r e g u l a r  p o in ty  we ca n  ex p a n d  u ) (x )x \x \x ^ )
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i n  te r m s  o f  t h e  x s .  The d e v i a t i o n  fro m  t h e  t a n g e n t  

p la n e  i s  o f  s e c o n d  o r d e r  com pared  w i t h  d i s t a n c e s  i n  t h e  

p la n e  and h e n c e  t h e  e x p a n s i o n  d o e s  n o t  c o n t a i n  l i n e a r  

te r m s  i n  th e  x s .

A c c o r d i n g l y

n e a r  th e  o r i g i n .  T h is  q u a d r ic  i s  known a s  t h e  i n d i c a t r i x
 ̂ (iq) 

f o r  a f i x e d  w .

The r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  a n y  n o r m a l  s e c t i o n

o f  t h e  s u r f a c e / i s  g i v e n  b y ,

w here  t  i s  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  i n d i c a t r i x  i n
1 2 3 4

th e  d i r e c t i o n , w i t h  d i r e c t i o n  c o s i p a s  ( l  , 1 , 1 , 1 o f  

t h e  n orm al s e c t i o n .

I f  t h e  p r i n c i p a l  a x e s  o f  t h e  i n d i c a t r i x  a r e  

made t o  c o i n c i d e  w i t h  t h e  c a r t e s i a n  a x e s ,  w c a n  be  

w r i t t e n  i n  t h e  fo rm  ,

3u ) = k»x’\  4 kiL

w here t h e  p r i n c i p a l  r a d i i  o f  c u r v a t u r e  o f  th e  s u r f a c e  

pL = , s i n c e  t h e  d i r e c t i o n  C o s in e s  a r e  now t h o s e

o f  t h e  c a r t e s i a n  a x e s .

H ence, a t  t h e  o r i g i n  and w i t h  t h i s  s p e c i a l  

o r i e n t a t i o n ; -  u3i O , to a  = k  , u i j  = o  , 1 4 j  •



so  t h a t 0
0  '

a?

and Py = 1 a t  t h e  o r i g i n  .

T h e r e f o r e   ̂ ^
Ç y T u3 qi|3 i*3y I y

W) " 9"
Hence a t  t h e  o r i g i n ,  we h a v e ,

0

â -  Ç ^ a’'
9x' %

3 /  U3̂ V ?ot\ ^  / lO'j U)vi7
-  -  2 / 1 - - - % - - - ;  ^3%  ̂I a%

( S i n c e  ^ = / -f- u)]'■f'( 2̂. ) .

-  -  <0«

"" ■ ' ' ^ 3 ^ v +l/0iv4.) ~

ŷ&\V fk)ii 4 u)i.2, 4 4 ~ LÜ vy) .

Remembering t h r o u g h o u t  t h a t  a t  t h e  o r i g i n  g Ty -  -  O

Hence

-  O 4  \)

=r -  UDvv) ; ^  = V .
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The c o n d i t i o n s  t h a t  w =  w ^ (x ^ ,  x ^ ,  x ^ ,  x ^ )  r e p r e s e n t )  a 

f o u r  d i m e n s i o n a l  s o l u t i o n  o f  E i n s t e i n * s  em p ty  s p a c e  

e q u a t i o n s  a r e  t h u s ,

Ril = " + '^13 4- “  O , skc

i . e .

i . e .

Cki, 4 k-j + ku.) -  0

k t  [k, t  |<3 4 ky.) = 0

1̂ 3 Lk,4 kL 4 kM.) = O

kq. [k, 4 kv 4 k-̂ X = O

k\ -  k-2, — k^ =: kvv =■ 0

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t r i v i a l  c a s e  when i s  i t s e l f  an  

E^. Thus i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  r e p r e s e n t  a n a t u r a l  

g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  s a t i s f y i n g  O  ,

R>s»crr ^  0  ̂ i n  f i v e  E u c l i d e a n  d i m e n s i o n s .

K a s n e r ’ s  p r o o f , a s  i t  s t a n d s ,  i s  o n l y  t r u e  f o r  

an e m b e d d in g  s p a c e  w i t h  a p o s i t i v e  d e f i n i t e  m e t r i c  f o r m .

A f o r m a l  d e m o n s t r a t i o n  t h a t  i s  a l s o  t r u e  f o r  i n d e f i n i t e  

m e t r i c s  i s  o b t a i n e d  by c o n s i d e r i n g  t h e  p r o o f  f o r

— •=. dx* -+■ dx^4 4 dX *4

w h ere  , Then a l g e b r a i c a l l y  t h e  p r o o f  p r o c e e d s

a s  b e f o r e  and t h e  c o n d i t i o n ,

Rck -  0  , I + k

,LL -  -  ^CL k)otoL- U3lI]



31

i s  d e r i v e d  f o r  w t o  r e p r e s e n t  an i n

I f  a t  t h i s  s t a g e  we w r i t e  i x ^  f o r  t h e n ,
9(0 _  . ^

LOu-  ^

W#. -  -

and t h e  i n d i c a t r i x  b e c o m e s ,

2uO =  tc, k 2 X ^ ^ 4  kivX“'

So t h a t  ,
9'CO
w "  = -

and

-  ki^

a s  b e f o r e .

Thus we d e r i v e  t h e  same c o n d i t i o n s  on t h e  k s .

( I f  th e  c o n d i t i o n s  on t h e  ks  had become o f  t h e  form

R| Ikv  ̂ k \  — W\\.) — 0
 ̂  ̂ e t c .

i t  w o u ld  n o t  h a ve  n e c e s s a r i l y  f o l l o w e d  t h a t  a l l  t h e  k s

w ere  zero).
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KASNER»S EMBEDDING OF THE 

SCHWARZSCHILD EXTERIOR SOLUTION IN

The r e s u l t s  o f  t h e  p r e o e e d i n g  s e c t i o n  show  

t h a t  t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  s p a c e - t i m e  

c a n n o t  be em bedded i n  an E^,  Thus an em bedding  i n  E^ 

w o u ld  be  m i n i m a l ,  K a s n e r  f i r s t  o b t a i n e d  su c h  a s o l u t i o n  

by c o n s i d e r i n g  t h e  m e t r i c  form®^

-  (W’ = ( i -  0)

and i n t r o d u c i n g  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  t o  g i v e  t h e  

e q u i v a l e n t  f o r m ,

-  = -  à i T -  dr”*" 4 dt  (2 )

w i t h

z: ( 2 ' )

I n t r o d u c i n g  a new v a r i a b l e s u c h  t h a t ,

dR "  A r
i . e .

p
r e d u c e s  t h e  d r  t e r m  to  a p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l  and  t h e  

m e t r i c  form  t h e n  b e c o m e s ,

-  do^ = -  d i -  dR^ + 4^ Of)

C o n s i d e r i n g  now o n l y  t h e  l a s t  two t e r m s ,  w h ic h  i n v o l v e  

R and t  o n l y ,  t h e y  c a n  be r e p l a c e d  b y  t h e  sum o f  t h r e e
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u n i t  s q u a r e s

w h ere
=  R ( R %  I t m O ' "

( w t .

= fO- ( R ^ ^ ^ f c i d

(S’)

i ü

H ence t h e  m e t r i c  fo r m  o f  t h e  em b ed din g  E .  i s ,o
-  i t ' -  4 i i ï  4 -  8"̂ ^

and t h e  i s  r e p r e s e n t e d  by  e q u a t i o n s  2 ’ , 3 ,  and 6 .

T h er e  a r e  two i n t e r e s t i n g  s u b s p a c e s  o f  t h i s  R^.  

F i r s t l y ,  t h e  c r o s s - s e c t i o n  b y  t h e  h y p e r p l a n e s  t  = 0 , 0 ,

i l l u s t r a t i n g  t h e  i n t e r - r e l a t i o n  o f  s p a t i a l  m e a s u r e m e n t s  f o r  

a g i v e n  t i m e , i n  t h e  s u r f a c e ,  and s e c o n d l y ,  t h a t  r e p r e s e n t e d  

by e q u a t i o n s  6 , i l l u s t r a t i n g  t h e  i n t e r - r e l a t i o n  o f  s p a c e  and  

t im e  m e a s u r e m e n t s .

W ith  t =  0 ,

o ,  z ^ =  = f c  f d R  (7)

and 4  b e c o m e s ,

-  dR^ OS)

E q u a t i o n s  7 ,  2* and 3 , r e p r e s e n t  an Rg i n  t h e  E^ w i t h  m e t r i c

f o i m  8 , ( t h e  R^ i s  a l s o  i n  t h e  E_ w i t h  m e t r i c  f o r mo o

-

U s i n g  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  i n  E^ and p u t t i n g  ‘5 ^ = 0
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( I B )
we o b t a i n  Flamm*s p a r a b o l o i d ,  by  r o t a t i n g  t h e  p a r a b o l a  

R =  a b o u t  i t s  d i r e c t r i x .

The s u r f a c e  r e p r e s e n t e d  by e q u a t i o n s  6 i s  a l s o  

a s u r f a c e  o f  r e v o l u t i o n ,

The g e n e r a t i n g  c u r v e  i s  t r a n s c e n d e n t a l , s i n c e  t h e  i n t e g r a l  

i n v o l v e s  h y p e r - e l l i p t i c  f u n c t i o n s .  The p a r a m e t e r  t  

r e p r e s e n t s  t h e  a n g l e  o f  r o t a t i o n  t o  t h e  p o i n t  ( R , t ) .

T h e se  two s u b s p a c e s  c h a r a c t e r i z e  t h e  S c h w a r z s c h i l d  

E x t e r i o r  S o l u t i o n .

W r i t i n g  t h e  em b ed d in g  i n  t e r m s  o f  r ,

i f  = CmL

z "  =

In  o b t a i n i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  s u r f a c e  t h a t  

t h e s e  e q u a t i o n s  r e p r e s e n t ,  we m u s t  d e t e r m i n e  r  a s  a 

f u n c t i o n  o f  T h i s  can o n l y  be done,  i n  t h i s

em b ed d in g ,  i f  r >  E m ,th u s ,  a s  F r o n s d a l  h a s  p o i n t e d  o u t ,  

K a s n e r * s  e m b ed d in g  c a n n o t  be u s e d  t o  c o n t i n u e  t h e  

S c h w a r z s c h i l d  S o l u t i o n  i n t o  t h e  r e g i o n  r  < Em. The 

e m b ed d in g  a l s o  i d e n t i f i e s  p o i n t s  a t  t im e  t  w i t h  p o i n t s  

a t  t i m e  t  4 Env , t h i s  p rom pted  Fro n s  d a l  t o  r e p l a c e  t h e
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t r i g o n e n i e t r i c  f u n c t i o n s  w i t h  h y p e r b o l i c  f u n c t i o n s ,  and  

t h u s  o b t a i n  an em bedding  w h i c h  c o u l d  be e x t e n d e d  i n t o  

t h e  r e g i o n  r  < 2m.
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CHAPTER 3

FRONSDAL*S COMPLETION OF THE SCHWARZSCHILD SOLUTION

BY AN EMBEDDING 

IN A P3EUD0-EUCLIDEM SIX  SPACE
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FRONSDAL*S COMPLETION OF THE SCHWARZSCHILD SOLUTION

BY AN EMBEDDING 

IN  A BSBÜDO-KITCLIDBAN SIX  SPACE

We c o n s i d e r  a m a n i f o l d  a s  a s e t  o f  g e o m e t r i c a l  

o b j e c t s  ( p o i n t s ) ,  t h e n  i f  we can d e f i n e  a 1 : 1  r e l a t i o n 

s h i p  b e t w e e n  t h e  p o i n t s  o f  t h e  n - d i m e n t i o n a l  a r i t h m e t i c

s p a c e   , w h ere  a r e  o r d e r e d  r e a l

n u m bers ,  we h a v e  d e f i n e d  a c o o r d i n a t e  s y s t e m  on t h a t  

m a n i f o l d .  The c o o r d i n a t e  s y s t e m  may n o t  c o v e r  t h e  w h o l e  

m a n i f o l d  i n  w h i c h  c a s e  i t  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a  c o o r d i n a t e  

p a t c h  -  a f a m i l i a r  e x a m p le  o f  a c o o r d i n a t e  p a t c h  i s  t h e  

s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s  on t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e ,  

w h ere  t h e  p o l e  o f  t h e  s p h e r e  d o e s  n o t  a d m it  a 1 : 1  

i d e n t i f i c a t i o n  w i t h  a p o i n t  i n  t h e  a r i t h m e t i c  s e t .

The c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w h ich  t h e  S c h w a r z s c h i l d  

E x t e r i o r  S o l u t i o n  t a k e s  t h e  form/^°^

— =- O' dt*" -  0'^) AoIL

i s  i n c o m p l e t e , i n  so  f a r  a s , t h e  S c h w a r z s c h i l d  m a n i f o l d  

e x i s t s  f o r  a l l  r  i n  t h e  r a n g e  o<r<co ^  w h e r e a s  t h e  

c o o r d i n a t e  p a t c h  e x t e n d s  o v e r  t h e  i n t e r v a l  K r ^ o o .

The f a c t  t h a t  t h e  s i n g u l a r i t y  a t  r  = 1 i s  due  

t o  t h e  c o o r d i n a t e s  u s e d , c a n  b e s t  be i l l u s t r a t e d  by
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c o n s i d e r i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  g e o d e s i c s  i n  t h e  

p l a n e  0 =

I n  g e n e r a l ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  g e o d e s i c s  a r e  

g i v e n  by t h e  f o u r  e q u a t i o n s ,

i a »  l<p l  i »  -  O  .

In  t h e  c a s e  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n ,  

t h e s e  e q u a t i o n s  become

0 *  =  O  6

B '  ^  '  O  £ .

i n  t h e  p l a n e  0 =  ^  , w h ere  t  = ^  =  O ' r ) .

A f i r s t  i n t e g r a l  o f  A i s  p r o v i d e d  by  t h e  m e t r i c

form  i t s e l f ,  and t h e  o t h e r  two may be i n t e g r a t e d  by

i n s p e c t i o n .  Thus we h a v e ,

1= e'’ © "  (j)

Ë =  Q )

t -  k e '  ( 3 )
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i n  t h e  p l a n e  G= , w i t h  h , k  c o n s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n  

( l )  a nd  (3) g i v e

i h )  -  k"- = -  \ { \ - ^ )

i . e .

i X )  ^  =  k " " - !  + r

i . e .

(ty = k* - 1 * 7  - ^

By c o n s i d e r i n g  t h e  a n a lo g o u z )  N e w t o n ia n  e q u a t i o n s  f o r  t h e

m o t i o n  o f  a s m a l l  t e s t  bo d y  i n  a s p h e r i c a l l y  s y m m e t r ic
2g r a v i t a t i o n a l  f i e l d ,  we s a y  t h a t  h , k  a r e  e s s e n t i a l l y  

e q u i v a l e n t  t o  a n g u l a r  momentum and e n e r g y ,  r e s p e c t i v e l y ,  

i n  t h i s  s o l u t i o n .

Now, i f  0  ̂ r < l  t h e n  r^ > 0 ,  ( r  = ^  ) w h e r e  x

i s  t h e  p r o p e r  t i m e  ( d e f i n e d  b e l o w )  and i f  r  = 1+ d ,

w here  oc i s  s m a l l ,  ( l+ d  )’V  I-oin, g i v e s ,

h e n c e  = 0 when , s o  t h a t  th e  s m a l l e s t  v a l u e
 ̂P

o f  oc f o r  w h ic h  r  = 0 i s  oc= 0 c o r r e s p o n d i n g  t o  r  = l .

H e n c e ,  t h e  f u n c t i o n a l  b e h a v i o u r  o f  r(tr)  i n  t h e  

r e g i o n  0 < r < l+  i s  e i t h e r  ( a ) ,  (b )  o r  ( c )  i n  F i g . l  ,



ko

n= l+ot
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d e p e n d i n g  up on  t h e  v a l u e s  o f  h and k ,  a s s u m i n g  r ( T )  i s

c o n t i n u o u s .

C o r r e s p o n d i n g  to  ( a ) ,  we h a v e  g e o d e s i c s

s t a r t i n g  o r  e n d i n g  a t  t h e  o r i g i n  p a s s i n g  t h r o u g h  r = l .

C o r r e s p o n d i n g  t o  ( b ) ,  we h a v e  g e o d e s i c s  f u l l y  o u t s i d e

r  = 1 ,  and  t o  ( c )  g e o d e s i c s  f u l l y  i n s i d e  r  = 1 .  C l e a r l y

a t e s t  b o d y  r e a c h i n g  t h e  o r i g i n  f r o m  a f i n i t e  d i s t a n c e

d o e s  s o  i n  a f i n i t e  p r o p e r  t i m e .

We o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  p r o p e r

t i m e  ' t  and S c h w a r z s c h i l d  t i m e  t  f r o m ,

f o r  a t i m e - l i k e  g e o d e s i c

O

* f o r  a s p a c e - l i k e  g e o d e s i c  

f o r  a n u l l  g e o d e s i c

i . e .
-  ( l - r )  4- (i-  r) ^

a nd  u s i n g  t h e  e q u a t i o n  f o r  r ^ ,  we h a v e

( / -  - f ) t ’" =  ( l -  ( k’--I  ̂ G

and h e n c e  a s  we a p p r o a c h  r  = 1 a l o n g  a g e o d e s i c  t - > ± « .  

T h i s  r e s u l t s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t  and i s  

e q u i v a l e n t  t o  s a y i n g  t h a t  t h e  c o o r d i n a t e s  i n  w h ic h  t h e  

m e t r i c  t a k e s  t h e  u s u a l  f o r m  a r e  i n c o m p l e t e , s i n c e  

g e o d e s i c s  c a n  p e n e t r a t e  r  = 1 ,  b u t  we c a n n o t  d e s c r i b e  

them i n  t e r m s  o f  f u n c t i o n s  r ( t r )  a nd  t ( t ) ,  e x c e p t  i n  t h e



r e g i o n  1 < r  oo , w h e r e a s  t h e  S c h w a r z s c h i l d  m a n i f o l d

e x i s t s  f o r  0 <r/oo.

By r e p r e s e n t i n g  t h e  S c h w a r z s c h i l d  e x t e r i o r

m a n i f o l d  a s  an R/ i n  E , we c a n ,  i f  d e s i r e d ,  rem ove
’  6

t h e  n e c e s s i t y  f o r  f i n d i n g  c o o r d i n a t e s  i n  t h e  b y  

w r i t i n g  i t s  e q u a t i o n s  i n  t e r m s  o f  t h e  p s e u d o - r e c t a n g u l a r  

c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  E^ .  I f  we s t i l l  r e q u i r e  t o  

d e f i n e  c o o r d i n a t e s  i n  t h e  R^ t h e n  t h e y  may be c h o o s e n  

i n  t e r m s  o f  t h e s e  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  o r  t h e  o r i g i n a l  

S c h w a r z s c h i l d  c o o r d i n a t e s .

K a s n e r * s  e m b e d d in g  h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d ,  

and f o r  r e a s o n s  g i v e n  t h e r e ,  i t  c a n n o t  be u s e d  t o  

e x t e n d  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  m a n i f o l d  

t o  t h e  r e g i o n  r - ^ 1 .  H o w e v er ,  b y  r e p l a c i n g  t r i g o n o m e t r i c  

f u n c t i o n s  w i t h  t h e  h y p e r b o l i c  f u n c t i o n s ,  we ca n  o b t a i n  

a n o t h e r  e m b e d d in g ,  t h i s  t i m e  i n  t h e  E^ w i t h  ^

-  (i^’- = à i t -  

t  = a O - r ) ^  c « V  k

= % (.r)

r  G Z'*"- f ' 6  C«) ^ r  Cx»
w h e r e

r-v 1 \i



m-3

E l i m i n a t i n g  t h e  c o o r d i n a t e s  6  , 4  and t  we g e t ,

Z* - (l - r )

. @
= r"-

and we o o u l d  e l i m i n a t e  r  a l s o  f r o m  t h e s e  e q u a t i o n s  i f  

we so w i s h e d , t o  c o m p l e t e l y  f r e e  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

t h e  S c h w a r z s c h i l d  c o o r d i n a t e s ,  b u t  i t  i s  s i m p l e r  t o  

r e t a i n  r  a s  a p a r a m e t e r  o v e r  t h e  s u r f a c e ,  b e s i d e s , t h e  

t e r m  i n  t h e  m e t r i c ,  i d e n t i f i e s  t h e  r  w i t h  t h e

p h y s i c a l  r a d i u s ,  and d i f f i c u l t i e s  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  

t h e  g e o d e s i c s  were due t o  a p o o r  c h o i c e  o f  t h e  t i m e  

c o o r d i n a t e .  H ence  t h e  s u r f a c e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  s e t  

o f  e q u a t i o n s  @  i s  t h e  S c h w a r z s c h i l d  s u r f a c e  f o r  r  > 1 ,  

b u t  t h e  s u r f a c e  so  d e f i n e d  i s  a n a l y t i c  f o r  t h e  i n t e r v a l  

0 < r  < 00, and h e n c e ,  i t  i s  an a n a l y t i c  c o n t i n u a t i o n  o f  

t h e  S c h w a r z s c h i l d  e x t e r i o r  s o l u t i o n  i n t o  t h e  r e g i o n

0 < rn .



Urk

A D i s o u s s l o n  o f  t h e  P r o p e r t i e s  o f  

t h e  S u r f a c e  D e f i n e d  b y  E q u a t i o n s @

1 .  V i z u a l i z a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e

We c a n n o t  v i z u a l i z e  t h e  s u r f a c e  R. i n  E-4 6
d i r e c t l y ,  b u t  we can o b t a i n  a n ,R g  i n  E ^ , r e d u c e d  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e ^ b y  c o n s i d e r i n g  t h e  s e c t i o n  

o f  t h e  R^ b y  h y p e r p l a n e s  e  = c o n s t a n t , </> = c o n s t a n t .

The m e t r i c  i n  t h e  R^ i s  t h e n  ^

-  ( l-F)c it’' -  0 -

and t h e  m e t r i c  i n  t h e  e m b e d d in g  Eg i s ,

and t h e  s u r f a c e  i s  d e f i n e d  b y  t h e  f i r s t  two o f  e q u a t i o n s  

©  The s u r f a c e  i s  drawn d i a g r a m a t i c a l l y  i n  F i g .  2 .

The f u n c t i o n  ï A v )  i s  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  and t h eÔ
two q u a d r a n t s  i n  w h i c h  r  > 1  r e p r e s e n t  t h e  u s u a l  

S c h w a r z s c h i l d  e x t e r i o r  s o l u t i o n  t w i c e  o v e r ,  w h i l s t  t h e  

r e g i o n s  r  < 1  r e p r e s e n t  t h e  a n a l y t i c  c o n t i n u a t i o n  o f  

o f  t h e  s o l u t i o n .  C l e a r l y ,  a n y  p l a n e  2 g ( r ^ )  = c o n s t a n t  

o u t s  t h e  s u r f a c e  i n  two h y p e r b o l i c  b r a n c h e s , g i v e n  by

2 " -  i t  = 1̂ -0 - 1'°)
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I >2̂
F o r  r  l a r g e  ^  1

and f o r  r  s m a l l  ^  r" ^

and f o r  r  ^  1 dr ^

and h e n c e ,  t h e  g e n e r a l  s h a p e , a s  i n  F i g .  2 .

On p r o j e c t i n g  t h e  s u r f a c e  down o n t o  t h e

p l a n e .  F i g .  3 i s  o b t a i n e d ,  w h ic h  c o n s i s t s  o f  a s e t  o f

h y p e r b o l a e  o f  c o n s t a n t  r .  F or  r  = 1 ,  t h e  h y p e r b o l a e

d e g e n e r a t e  i n t o  t h e  two s t r a i g h t  l i n e s  and
3, 2.

f o r  l a r g e  r  t h e y  a p p r o a c h  t h e  h y p e r b o l a  — z '  =  4 .

2 .  C o o r d i n a t e s  i n  t h e  s u r f a c e

The r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e  2. i s  t i m e l i k e ,  

w h i l s t  and  a r e  s p a c e l i k e ,  a s  can  be s e e n  f r o m  

t h e  m e t r i c  f o r m  i n  t h e  Eg ,  t h u s  we c o u l d  c h o o s e  a s  

a t i m e  c o o r d i n a t e  i n  F i g .  3 and a s  a s p a c e  

c o o r d i n a t e . . -  H o w ev er ,  we w o u ld  l i k e  to  r e t a i n  r  a s  a 

s p a c e  c o o r d i n a t e  a s  m e n t i o n e d  b e f o r e , a n d  c e r t a i n  

c o n s i d e r a t i o n s  e n t e r  i n t o  t h e  c h o o s i n g  o f  a t i m e  

c o o r d i n a t e .  F i r s t l y ,  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  r  we r e q u i r e  

t h e  m e t r i c  t o  a p p r o a c h  t h e  M in k o w sk i  m e t r i c ,  and  

s e c o n d l y ,  t h e  m e t r i c  t e n s o r  s h o u l d  be i n d e p e n d e n t  o f  

t h e  t i m e  c o o r d i n a t e .  The o r i g i n a l  S c h w a r z s c h i l d  t im e  i s ,  

o f  c o u r s e ,  s u c h  a c o o r d i n a t e ,  an d  i t  i s  d e f i n e d  i n  t h e



t o p  q u a d r a n t  o f  F i g .  3 b y

t =

b u t ,  a s  we h a v e  s e e n ,  i t  t e n d s  t o  p l u s  o r  m in u s  i n f i n i t y  

n e a r  t h e  l i n e s  2^ and 2* -  -  2 ^  r e s p e c t i v e l y ,  and

h e n c e  i s  n o t  a g l o b a l  d e f i n i t i o n .  The o n l y  a l t e r n a t i v e  

d e f i n i t i o n  w h ic h  w i l l  n o t  i n t r o d u c e  t i m e  i n t o  t h e  m e t r i c  

t e n s o r  i s

T =  t  + j-M

(which g iv e s  i t  = 6 T -  (-'(r) Ar 

and hence a m etric  tensor o f  form ,

H o w ev er ,  f ( r )  m ust  h a v e  t h e  same v a l u e  b o t h  a t  z ' =  2^  

an d  a t  2' = - 2 ^  an d  h e n c e  no c h o i c e  o f  f ( r j  c a n  make T
I ? in)

f i n i t e  a t  b o t h  o f  2  = ± 2  ♦ I f  we c h o o s e  f  ( r  J -  - l o g ( r - l )  

t h e n  T i s  f i n i t e  on 2* = - 2 ^  b u t  n o t  on £ '= -+ -2 ^  . T h us ,

h e r e  we h a v e  a t i m e  c o o r d i n a t e  f o r  one h a l f  o f  t h e  

c o m p l e t e d  m a n i f o l d ,  and  i n  f a c t  t h i s  i s  t h e  l a r g e s t  

p o r t i o n  o f  t h e  m a n i f o l d  on w h ic h  we can  d e f i n e  a t i m e  

c o o r d i n a t e  s a t i s f y i n g  o u r  r e q u i r e m e n t s ,  o f  c o u r s e ,  a 

t i m e  c o o r d i n a t e  c a n  be s i m i l a r l y  d e f i n e d  o v e r  a n y  o f  t h e  

h a l v e s  o f  t h e  c o m p l e t e d  m a n i f o l d ,  b o u n d ed  b y  l i n e s  

%' = o r  Z' = -



Ip

3 .  Geo d e s i 08

I t  oan be e a s i l y  s e e n  t h a t ,  i n  t h e  z', 2^

s p a c e , g e o d e s i c s  c a n  be drawn on  t h e  Rg s u r f a c e  w h ic h  

p a s s  t h r o u g h  t h e  l i n e  r = l ,  when t h e  u n n e c e s s a r y  

c o m p l i c a t i o n s  o f  t h e  r , t  c o o r d i n a t e s  a r e  r e m o v e d .  The 

l i n e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  r = l  s t i l l  r e t a i n  some d i s t i n c t i o n  

f r o m  o t h e r  r = c o n s t a n t  c u r v e s  i n  t h a t  t h e y  a r e  l i n e s  o f  

z e r o  l e n g t h ,  and f ro m  t h e  fo r m  o f  t h e  m e t r i c  i n  t h e  

s u b s p a c e  e = ^ - c o n s t a n t ^ t h i s  c a n  be s e e n  t o  be i n h e r e n t l y  

c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s i g n a t u r e  o f  t h e  m e t r i c ,  w h ic h  i s  

i n v a r i a n t  u n d e r  a n y  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n .
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CHAPTER 4

THE EMBEDDING OF RELATIVISTIC SPAGE-JIMES 

BY THE ÏÏSE OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS



I p

THE EMBEDDING OF RELATIVISTIC SPACE-TII^ISS 

BY THE USE OF PARTIAL DIFFERENTIAL EgJATIONS

INTRODUCTION

Many a u t h o r s  h a v e  f o u n d  e m b e d d in g s  o f  v a r i o u s  

r e l a t i v i s t i c  s p a c e - t i m e s ,  n o t a b l y  K a s n e r , F r o n s d a l , ^ ^ ^  

Rosen, '̂*'  ̂ and Plebanski^^^ b u t  no s y s t e m a t i c  m e th o d  h a s  

b e e n  u s e d  i n  d e r i v i n g  t h e m .  M e r e l y  g u e s s i n g  f u n c t i o n s  

w h i c h  w i l l  r e d u c e  m e t r i c s  t o  t h e  sums o f  s q u a r e s  o f  

p e r f e c t  d i f f e r e n t i a l s  s e e m s  u n s a t i s f a c t o r y  a s  f a r  a s  

o b t a i n i n g  more c o m p l e t e  s o l u t i o n s  i s  c o n c e r n e d .  R o s e n  

s t a t e s  t h a t  h i s  v e r y  c o m p r e h e n s i v e  l i s t  o f  e m b e d d in g s  

was o b t a i n e d  w i t h o u t  t h e  u s e  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s .  E a r l i e r  we o b t a i n e d  a n e c e s s a r y  and  

s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  an e m b ed d in g  t o  be p o s s i b l e ,  

a nd  an o b v i o u s  a p p r o a c h  i s  t o  u s e  t h i s  c o n d i t i o n  t o  

d e r i v e  t h e  e m b e d d i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  and a s  a c r i t e r i o n  

a s  t o  w h e t h e r  o r  n o t  t h e y  c a n  e x i s t  i n  a n y  p a r t i c u l a r  

c a s e .  T h i s  i s  t h e  b a s i s  o f  K a s n e r ^ s  r e s u l t s .

I t  may be a r g u e d  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  s o  d i f f i c u l t  t o  

o b t a i n  a s  t o  p r o h i b i t  t h e  u s e  o f  t h i s  m e t h o d ,  e v e n



so

t h o u g h  t h e  e q u a t i o n s  t h e m s e l v e s  a r e  s i m p l e  i n  f o r m .  

H o w e v e r ,  i n  c a s e s  o f  t h e  s i m p l e r  r e l a t i v i s t i o  m e t r i c s ,  

( S c h w a r z s o h i l d  I n t e r i o r  and  E x t e r i o r  S o l u t i o n s ,

R e i s s n e r - W e y l  charged p a r t i c l e  s o l u t i o n ,  E i n s t e i n  and  

E i n s t e i n  d e - S i t t e r  U n i v e r s e s )  t h e  s o l u t i o n s  c a n  be  

r e a d i l y  o b t a i n e d  b y  m a k in g  c e r t a i n  s i m p l i f y i n g  

a s s u m p t i o n s ,  and t h e  s o l u t i o n s  s o  o b t a i n e d  e v e n  t h o u g h  

t h e y  may n o t  be  c o m p l e t e  s o l u t i o n s  do c o n t a i n  a l l  t h e  

e m b e d d in g s  f o u n d  b y  p r e v i o u s  m e t h o d s .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  

f o r m s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  show why t h e  m e t r i c  

o f  t h e  e m b e d d in g  s p a c e  c a n  h a v e  c e r t a i n  s i g n a t u r e s  and  

no o t h e r s .

We r e c a l l  t h a t  t h e  e m b e d d in g  c o n d i t i o n  was

f i r s t  d e r i v e d  b y  r e p r e s e n t i n g  t h e  R s u r f a c e  b y  a s e t
4

o f  r e s t r i c t i o n s  on  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  E^. T h e s e  

r e s t r i c t i o n s  i n  g e n e r a l  a r e  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n s

1 ^ =  w h er e  2.°̂  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s

i n  t h e  E^ and r ,  e  , 0 ,  t  a r e  p a r a m e t e r s  on  t h e  s u r f a c e  

R^. H o w e v er ,  when d e a l i n g  w i t h  r e l a t i v i s t i o  m e t r i c s ,  

we may w i s h  t o  i d e n t i f y  c e r t a i n  o f  t h e  r ,  © ,  0 ,  t  

p a r a m e t e r s  w i t h  c o o r d i n a t e s  2:  ̂ . F or  e x a m p l e ,  when an
p ^

r  (d'lil t e r m  a p p e a r s  i n  t h e  r e l a t i v i s t i o  m e t r i c ,  we 

i d e n t i f y  %'= 2^= rSc9C«o0^ = r Cm 6



w i t h  t h e  r e c t a n g u l a r  c a r t e s i a n  z ,  y ,  z ,  s i n c e  r  h a s  an

i n t e r p r e t a t i o n  a s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  d e f i n e d  b y

t h e  6 , ^  c o o r d i n a t e s .  H o w ev er ,  t h e r e  i s  no p a r t i c u l a r

r e a s o n  why we s h o u l d  i d e n t i f y  t h e  t  c o o r d i n a t e  w i t h

t h e  f l a t  s p a c e  t .  When t h i s  i d e n t i f i c a t i o n  i s  n o t

v a l i d  i t  m a n i f e s t s  i t s e l f  by  m a k in g  t h e  e q u a t i o n s  o f

t h e  e m b e d d in g  u n s o l v a b l e  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  number o f

e m b e d d in g  dimenrsdons u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  T h i s  p o i n t

w i l l  be  c l a r i f i e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  S c h w a r z s o h i l d

I n t e r i o r  S o l u t i o n ; i n  p a r t i c u l a r .

As an e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  d e f i n e d  b y

K a s n e r ,  i n  E by e q u a t i o n s  z .  = z ,  z = y ,  z  = z ,  z =  t ,  
o X 2 3 4

w = w ( z ,  y ,  z ,  t )  h e r e  a l l  f o u r  p a r a m e t e r s  i n  t h e

s u r f a c e  a r e  d e f i n e d  b y  i d e n t i f i c a t i o n  w i t h  c o o r d i n a t e s

i n  E • A n o t h e r  way o f  r e p r e s e n t i n g  an R^ i n  E^ i s  by  
5 ^ o

e q u a t i o n s  z . -  z ,  z . =  y ,  z^=  z ,  z  = z  ( z ,  y ,  z ,  t ) ,
X 6 o 4  4

z = z  ( z ,  y ,  z ,  t )  i n  w h i c h  t  i s  now a p a r a m e t e r  i n  t h e

R^ and n o t  a c o o r d i n a t e  i n  t h e  E ^ .  T h ere  a r e  an

i n f i n i t e  number o f  s e t s  o f  r e c t a n g u l a r  c a r t e s i a n

c o o r d i n a t e s  i n  t h e  E^ a l l  r e l a t e d  by l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n s

and i f  t h e  p a r a m e t e r  t  c a n n o t  be i d e n t i f i e d  w i t h  a

l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  z i t )  i t  h a s  t o  be  t r e a t e d  a s
4

a p a r a m e t e r  on  R^ and n o t  a c o o r d i n a t e  i n  E^,

B e a r i n g  t h i s  i n  m in d ,  K a s n e r * s  r e s u l t  w i l l  be



r e w o r k e d  f o r  t h e  S c h w a r z s o h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  and a 

s p u r i o u s  r e s u l t  o b t a i n e d  f o r  t h e  S c h w a r z s o h i l d  I n t e r i o r  

S o l u t i o n .

A m i n i m a l  e m b e d d in g  o f  t h e  S c h w a r z s o h i l d  

I n t e r i o r  S o l u t i o n  i s  f o u n d  q u i t e  s t r a g h t f o r w a r d l y  f r o m  

t h e  i s o m e t r y  e q u a t i o n s .

I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  E u c l i d e a n  s p a t i a l  p a r t  

o f  t h e  m e t r i c  w i l l  be r e p r e s e n t e d  i n  s p h e r i c a l  p o l a r  

c o o r d i n a t e s .
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A REAPPRAISAL OF KASNER»S RESULT 

IN THE SPECIAL CASE OF THE 

SCHWARZSOHILD EXTERIOR SOLUTION

R e p r e s e n t i n g  an R^ by t h e  s u r f a c e  u)r

( w i t h  r, e ,  96 s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s ) ,  i n  an E , we
o

h a v e  t h a t  t h e  m e t r i c  t e n s o r  i n d u c e d  on t h e  R^ by t h e

m e t r i c  t e n s o r  o f  E

i s i . . e r

a ÿ . l a  r’- t  t < M TBB a

ê(W )

- l + e d ^ î

H en ce  w i t h  t h e  u s u a l  S c h w a r z s o h i l d  E x t e r i o r  m e t r i c ,  we 

r e q u i r e ,

K .  m ' .  o - i= r '  '*

c l W  .  O  

o

- I  + -  -  i i ' r )

A O Î )
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E i t h e r  s e t  o f  e q u a t i o n s  show i m m e d i a t e l y  t h a t  t h e  

e m b ed d in g  i s  i m p o s s i b l e .  E q u a t i o n s  A by  ̂ aear
3u7 9u3 ^

and e q u a t i o n s  B show t h a t  o n l y  one o f  aP  ̂  ̂ at=

i s  n o n - z e r o .

H ow ever  b y  r e p l a c i n g  t h e  r i g h t  han d  s i d e  o f  A  

by  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t e r m s  f o r  t h e  S c h w a r z s o h i l d  I n t e r i o r

Q -1 4.4S o l u t i o n ^

-  = 6" “ t  (3(A) “ (•’

we s e e  t h a t  a g a i n  a s o l u t i o n  i s  i m p o s s i b l e , when t h e

s u r f a c e  R i s  r e p r e s e n t e d  by a s i n g l e  e q u a t i o n .  The 
4

S c h w a r z s o h i l d  I n t e r i o r  S o l u t i o n  c a n , h o w e v e r ,  be

em bedded i n  an E a s  i s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
5

H e n c e ,  we may a s k  i f  K a s n e r * s  r e s u l t  r e a l l y

d o e s  p r o v e  t h a t  t h e  S c h w a r z s o h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  i s

n o t  e m b e d d a b le  i n  E , p e r h a p s  i t  o n l y  a p p e a r s  s o ,  d u e  t o
5

K aw ner*s  r e s t r i c t i v e  c h o i c e  o f  e m b e d d in g  f u n c t i o n s ;  

z - , z , z a s  s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s ,  z . s  t ,
X 2 O ^

z_  =  w ( r ,  © , ^  , t ) , w l i ia h  w e r e  s o  o h o s s a  t o  make t h e  

c a l c u l a t i o n  o f  t h e  R i c c i  t e n s o r  s i m p l e .  I n  v i e w  o f  t h i s ,  

t h e  e m b e d d in g  o f  t h e  S c h w a r z s o h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  i s  

i n v e s t i g a t e d  when i t  i s  r e p r e s e n t e d  b y  , uCr,©,<#>),

i n  t h e  E^ w i t h  m e t r i c  -  == + 4., dv^4

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  i s o m e t r y  e q u a t i o n s  a r e ;
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e M )  ^ 4  "  M  = Kr) > 0

1̂ S t ]   ̂ ^%IM)  = -  ( r )  - < 0

"\

r >

( 1)

u )

a?'!t + % = o (3)

w h e r e  i t  h a s  b e e n  a s s u m e d  t h a t ,

% =  g =  I Ï  =  o

o w i n g  t o  t h e  s p h e r i c a l  sy m m etry  o f  t h e  m e t r i c ,  w h ic h  

m u s t  be p r e s e r v e d  i n  t h e  embedded s u r f a c e .  T h i s  

a s s u m p t i o n  w i l l  be  u s e d  t h r o u g h o u t  t h i s  s e c t i o n .

From e q u a t i o n s  fl) and (Z)  ̂ = - éLj. = ±  I

W ith  -  - é r  -  1 e q u a t i o n  (3) g i v e s ,

?H 22)r __ _  at
I L
9r "it

The f u n c t i o n s  u ( r , t ) ,  v ( r , t )  m ust  h a v e

v a r i a b l e s  s e p a r a b l e  i f  t h e y  a r e  t o  r e p r e s e n t  a s t a t i o n a r y  

s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t ,  o t h e r w i s e  c u r v e s  r =  c o n s t a n t  

w o u ld  h a v e  v a r y i n g  f o r m s  f o r  v a r y i n g  t .  L e t

u= pW f(^) ; V -   ̂W  ̂lb)

t h e n  ik) ^

s  ■ I '  »



t h u s  2 ,  j  +  i _  /

î '  P  Î '  V

H enoe = q^+ A, | ^ - g ^ + B  w h er e  A, B a r e  a r b i t r a r y
2 £

c o n s t a n t s .  When o we may t a k e  f  = g  -f- 1 w i t h o u t  

l o s s  o f  g e n e r a l i t y .  I n  t h i s  c a s e  \  = 

and e q u a t i o n  (£) g i v e s ,

[ i f  (?"'
w h ic h  h a s  no s o l u t i o n  u n l e s s  -  q^ and ( / -  ) = Corvot

i . e • A = 0 .

W ith  A = 0 ,( l )  and [£) become ,

f  S '  / )  = r  = -  (é,)

T h e s e  e q u a t i o n s  o n l y  h a v e  a s o l u t i o n  when t h e  f u n c t i o n s

l ( r ) ,  m( r )  a r e  r e l a t e d  by  = l i r ) '^

t o  w i t h i n  a m u l t i p l i c a t i v e  c o n s t a n t .  (H en ce  t h e

S c h w a r z s c h i l d  I n t e r i o r  S o l u t l ® n  h a s  a n  e m b e d d in g )  In

s u c h  a c a s e ,  t h e  e m b e d d in g  i s  g i v e n  b y  J>W = (-m(r))^

and = 1 i . e .  KW; J

The c o n d i t i o n  f  -  g*^=- c o n s t a n t  f r o m

e q u a t i o n  (6) g i v e s  k ( t )  -  k t  + h .

T h u s ,  we may d e d u c e  t h a t  t h e  S c h w a r z s c h i l d

E x t e r i o r  S o l u t i o n  i s  n o t  e m b e d d a b le  i n  an E_ w h a t e v e r  t h eo
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f o r m  o f  t h e  e m b e d d in g  e q u a t i o n s ,  s i n c e  i n  t h i s  c a s e  t h e  

f u n c t i o n s  l ( r ) ,  m( r )  a r e  n o t  r e l a t e d  a s  a b o v e .

THE EMBEDDING OF THE
02 0SCHWARTZSOHILD INTERIOR SOLUTION ^IN E r

L e t  t h e  s o l u t i o n  be r e p r e s e n t e d  b y  an  R^ 

d e f i n e d  by  e q u a t i o n s ,

i n  E w i t h  m e t r i c  
5

Then t h e  i s c x n e t r y  e q u a t i o n s  a r e ,

h  i .  m - ( M -  0 -

( I f )  f  i ( I f )  “  ( '"  0̂

e. i?-|î ‘ % '  o

ilk C, ^ 1̂ =r -  / ^

(ëf- S 4  = -% (7 ) 
d t ) ' -  ( I e ) " '

'  5t  | e  =  O  ( ? )

r<R



5$^

l e t  U -  p(r) kb  ̂ V -  pW k t  

t h e n  b y  (7)

U r j  | .ry^^

?('') = [ c -  R ( l -

E q u a t i o n  (8) i m p l i e s  p^r) k”- = ^-'■^n'-fS

i * e .   ̂ (:= 3AR

E q u a t i o n s  (9) a r e  s a t i s f i e d  a u t o m a t i c a l l y .

So t h a t  an e m b e d d in g  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d

I n t e r i o r  S o l u t i o n  i s  g i v e n  by^

2 , = rSxvi © Sxn ^ -  r ^ Q G s o  (j) ^ ^ 3 =  rCcro©

2/^ = i^ / 3 A -  0 '  ÏR

0 ' k ^ y j

-  &0 = ( i i |

The p r e v i o u s l y  known em b ed d in g  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d

WI n t e r i o r  S o l u t i o n  was g i v e n  by  R o sen  and was i n  E^ .  

T h u s ,  R o s e n ’ s  e m b e d d in g  w as  n o t  m i n i m a l  a s  the  o n e  

g i v e n  a b o v e  m u s t  b e .

We n o t e  t h a t  t h e  s i g n a t u r e  o f  t h e  Eg m e t r i c  

i s  t h e  o n l y  o n e  p o s s i b l e  f  rom"̂  t h e  form  o f  t h e  i s o m e t r y  

e q u a t i o n s ,  and t h a t  t h e  c o n s t a n t  k i s  d e t e r m i n e d  and  

n o t  a r b i t r a r y .

H e n c e ,  a l t h o u g h  i t  f i r s t  a p p e a r s  t h a t  th e
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S c h w a r z s o h i l d  I n t e r i o r  S o l u t i o n  i s  n o t  e m b e d d a b le  i n  2 ^ , ,  

t h i s  i s  n o t  s o ,  t h e  s p u r i o u s  r e s u l t  b e i n g  due t o  t h e  

f a c t  t h a t  we c a n n o t  i d e n t i f y  t h e  t i m e  c o o r d i n a t e  o f  t h e  

s o l u t i o n  w i t h  a f l a t  s p a c e  c o o r d i n a t e .

THE EMBEDDING OF THE 

SCHWARZSCHILD EXTERIOR SOLUTION IN E^

The m e t r i c  fo rm  i n  E .  i s  t a k e n  a s ,b

-  = d r ’-+ r '  € 5- àv"'+ ê(,

w h e r e  r , e , ^  a r e  s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s  and an  R^

i s  d e f i n e d  b y

i n  E^, w h ere  t  i s  a s  y e t  an u n s p e c i f i e d  p a r a m e t e r  on  t h e  

s u r f a c e .

I n  t h i s  c a s e ,

( \af,  = [  1+ 1̂4 4 ( ^ 1  ■ ■

H e n c e ,  on i d e n t i f y i n g  Oap w i t h  o f  S c h w a r z s c h i l d  

S o l u t i o n ,  and t  w i t h  t h e  S c h w a r z s c h i l d  t ,  we h a v e



GO

^   ̂ é é C à ^

(I- 4

o
o

-  ( h r ) /

< X

J -

and

*̂4. f j - ^  s e  = O

etc.
W ith  t h e  a s s u m p t i o n ,

âtt_ 5iO_ ^  _  2 v / _  X )
3 p "  a e "  5© 3^ ~  3^  -  O

e q u a t i o n s  o( and ^  r e d u c e  t o  t h e  t h r e e  e q u a t i o n s  : -

E’r d ^ J * -  c ( ^ r =  ^

4#A -

i - r
r

( / û )

O i )

ê y } ? - f t +  € é , ^ S t  =  O  ( 1 2 )

We h a v e  to  s o l v e  e q u a t i o n s  (lO\ ( l l) ,  (1 2 ) 

s i m u l t a n e o u s l y  t o  o b t a i n  an  e m b e d d i n g .  The g e n e r a l  

s o l u t i o n  o f  s u c h  e q u a t i o n s  may be d i f f i c u l t  t o  o b t a i n .
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H o w e v e r ,  a s e t  o f  s o l u t i o n s  may be o b t a i n e d  by a s s u m in g  

^  • T h i s  g i v e s  t h e  s i m p l i f i e d  s e t  o f  e q u a t i o n s

c o n s i s t i n g  o f  e q u a t i o n  f i o )  w i t h ,

(/Uh ¥  0 3 )

T h e s e  t h r e e  e q u a t i o n s  d e t e r m i n e  t h e  p o s s i b l e  s i g n a t u r e s  

f o r  t h e  e m b e d d i n g  s p a c e .

F i r s t l y  f o r  r  > 1 ,  e q u a t  i o n  ( lO )d em an ds  t h a t  a t  

l e a s t  on e  o f  t h e  Co i s  + 1 ,  and e q u a t i o n  ( i s )  demands t h a t  

a t  l e a s t  on e  o f  so  t h a t  we h a v e  4 c a s e s ,

^ ^6 '  ''I = + /
or Cu.- i-l, - 1

S e c o n d l y  f o r  r   ̂ 1 ,  e q u a t i o n  ( l o )  demands a t  l e a s t  

one  o f  £o i s  - 1 ,  and e q u a t  i o n  ( i s )  demands t h a t  a t  l e a s t  o n e  • 

o f  êu. , i s  + 1 .  Thus a g a i n  we h a v e  4 c a s e s ,

£ ëé = I ën. - €s- - -  I
o r  = +/  ̂ ê r  '  '  /

k  = -  I =

CrT ên = -̂ \ j  Cy ~ - I 

T h e s e  a r e  a l l  d i s t i n c t  s i n c e  Cq i s  d i s t i n g u i s h e d  f r o m  

b y  âé  =  0 .

H ence  t h e  s i g n a t u r e  o f  t h e  f i n a l  e m b e d d in g  s p a c e  m u st  be



e i t h e r  + + + -k—  o r  +++- + + . . ,  I t  c a n n o t  be + + 1 — • •  S i n c e  

t h e  o r i g i n a l  m e t r i c  h a s  s i g n a t u r e  + + + t h e r e  a r e  no  

o t h e r  p o s s i b i l i t é s ,  f o r  t h e  e m b e d d in g  s p a c e  m u s t  h a v e  a t  

l e a s t  t h r e e  p o s i t i v e  a n d  one  n e g a t i v e  c o e f f i c i e n t .

We s e e  t h a t  f o r  an e m b e d d in g  t o  e x i s t  i n  t h e  

r e g i o n  r > l  a i d  r < l w e  m ust  h a v e

= ±1 j = - I  ( o f  F r o n s d a l ’ s

e m b e d d i n g ) .

C o n s i d e r  th e  c a s e s  when ( i )  =1

( l i )  -  63- = -  I

( i )  H ere  we h a v e ,

m - m -  f

Ï 0 d e m o n s t r a t e  t h a t  t h i s  h a s  a s o l u t i o n  w i t h  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n s  (lO) and (l4]t l e t

^  kk , It ” pH (kok k t

t h e n

pH  =• ('^')*'  ̂ U = K pH (îwk kfc, k pH^rtk k t

p u t t i n g  u  and v  i n  (lO) g i v e s ,

= M

W ith

rr = [

I .  ■ €  .
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W ith  = _  I

U)(r) = I

H ence  we h ave  a s e t  o f  e m b e d d i n g s  g i v e n  b y ,

u = "k (_^')^C»«K k t

V = S<)r\K k t

W ith  k ^ ’t ,  L0=  [ ( -

and c o r r e s p o n d i n g  u  and v .  T h i s  i s  F r o n s d a l ’ s  s o l u t i o n  

i n  t h e  c a s e  ^6 = + I ,

-  -t doJl + (Iaâ  -  dv^ -t djuD̂

( i i )

I n  t h i s  c a s e ,  we l e t  I t  ~  pW k t ,  pMC&akt

and by  s i m i l a r  r e a s o n i n g , t h i s  g i v e s  pW= and tw o

c a s e s  , = ±1  ̂ a r i s e  f o r  w ( r )  .

^  0 ( r )  = [•

P u t t i n g  k = 1 g i v e s  K a s n e r ' s  e m b e d d in g  i n  t h e  

u n i t s  i n  w h ic h  t h e  c o o r d i n a t e  s i n g u l a r i t y  i s . a t  r = l .



64-

The a q u a t i o n s  (lO), ( l l )  and  ( i s )  may h a v e  many o t h e r

s o l u t i o n s ,  b u t  t h e  s u b s e t  o f  a l l  p o s s i b l e  s o l u t i o n s
9to

o b t a i n e d  b y  p u t t i n g  Wf -  0 o a n  a l r e a d y  be s e e n  t o  

i n c l u d e  t h e  p r e v i o u s l y  known s o l u t i o n s .  The a s s u m p t i o n  

t h a t  t h e  v a r i a b l e s  a r e  s e p a r a b l e  f o l l o w s  n a t u r a l l y  f r o m  

t h e  s t a t i c  n a t u r e  o f  t h e  o r i g i n a l  s o l u t i o n  w i t h  r e s p e c t  

t o  t .
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THE EMBEDDING OP THE
6k)

HOMOGENEOUS COSMOLOGICAL MODEL IN Eg

The m e t r i c  o f  t h i s  m o d e l  is^"*^

-  f  ( r > )  ( a A +  r ' d d l l
w h e r e

The i s o m e t r y  e q u a t i o n s  a r e  i n  t h i s  c a s e ,  (w h e r e  t h e

i s  r e p r e s e n t e d  b y  e q u a t i o n s  , = 2.°  ̂ t ) ^  o ( = \ /  - 5

i n  an Eg w i t h  -  •_

f  ( F , t )  _ i « , -  K  ( I S - )

(16)

f ^ ( r > )  0 ? )

' 0 « )

c( ^
a n d  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  H  ~ 0

« ^
w i t h  s i m i l a r  e q u a t i o n s  i n  2.%, Z t  t a k e n  i n

p a i r s .

C l e a r l y ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n s  a r e  v e r y  

d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  a n d  we h a v e  t o  r e s o r t  t o  some  

s i m p l i f i c a t i o n .  As a f i r s t  s t e p ,  t a k i n g  a h i n t  f r o m  t h e  

p r e v i o s s l y  d e r i v e d  e m b e d d i n g s ,  t h e  t e r m  c a n  be

a c c o u n t e d  f o r  b y  p u t t i n g : -
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Z = I  (r,fe) r  CboB  

I  r  l e ,  G 6)3 ^

Z.^ -  <1 A j t )  r  IcM 0  (j)

= and  Z**, 2"^ i n d e p e n d e n t  o f  © and (  ̂■

The e q u a t i o n s  t h e n  r e d u c e  t o : -

4  2 ^ % 0 5 i f , ' =

z r + r ’- ( a t

0 9 )

( io)

i - j < v  ( a i )

a l l  t h e  o t h e r  e q u a t i o n s  b e i n g  s a t i s f i e d  a u t o m a t i c a l l y .

But 1
'H ' 3 ^ ( 4 )  = f  . ( 3 = È )

so  t h a t  e q u a t i o n  (19 ) b e c o m e s  /? I^ ( " Wfc/f + 6 2 r  -  t
(H '-X H

w h i c h  h a s  an o b v i o u s  s o l u t i o n  g. = -1 Zt = O z** = H, / \-i

^  A S
i . e .

=
afie (33 )

p u t t i n g  t h i s  i n t o  e q u a t  i o n  ( 2 ] ) : -

1 /
' a R T ^ R ' *

i . e .

_  J -6  0- uïï )̂
-  1 H ' r

I

h e n c e  

so  t h a t

AW  = C'i) . + AW = -

1 » =  R I I ' M ( i- ¥ )  ( 3 i )

We s t i l l  h a v e  t o  s a t i s f y ( 2 0 )  w i t h  2 r = d  U s i n g  (23), (20 )  

b e c o m e s : -
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^  =  M  V  ('* Cft")

-  I + A 3 ^ S .

H e n c e ,  w i t h  63- = + 1 ,  2 ^ =  j^(l+ t  -  O .

Thus an.  e m b e d d in g  i s  d e f i n e d  b y  ;

z '  -  <1 (sb)  r  ĈTD 0

2̂  = I (r,t) r S Ccrt> (j)

=r [r,b) ^ *vJw 0  0

2** = R | W t )  (.1-

2 ^  =  j ' ( /+  /?'’) ^ c i t

i n  an E w i t h  _ cAA =  -  dq 'A  dt'-A
1(4)

T h i s  e m b e d d in g  was o r i g i n a l l y  g i v e n  by H osen  a l t h o u g h  

no m e n t i o n  was made o f  how i t  was  d e r i v e d .  In  t h i s

o a s e ,  t h e  m e th o d  a b o v e  c a n n o t  be c l a i m e d  t o  h a v e  a n y

a d v a n t a g e s  o v e r  ' i n t u i t i v e ' m e t h o d s  s i n c e  i t  r e q u i r e s  

c l o s e  s c r u t i n y  o f  t h e  e q u a t  i n n s  t o  n o t i c e  t h a t  Z r  = O 

i s  t h e  m o s t  p r o m i s i n g  s t a r t  to  o b t a i n i n g  a s o l ± i o n , a n d  

t h e n  i t  i s  n o t  o b v i o u s  t h a t  i t  w i l l ,  i n  f a c t ,  g i v e  a com

p l e t e  s o l u t i o n .
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4> . t h e  e q u a t i o n s o f  t h e

Kr) L3k)

M(r) '  ' - s . S ' )

0 ( l i )

AN S m E D D i m  OF THE
623 )

DE SITTER COSMOLOGICAL MODEL IN E ^

(23)
The m e t r i c  o f  t h e  m o d e l  i s  t a k e n  i n  t h e  fo r m

w i t h  t h e  u s u a l  z . '= r û r o e ,  rSj^e<hi (j>̂ r ^ B  9 ^  (j,

and i n d e p e n d e n t  o f  0  a 

e m b e d d in g  t a k e  t h e  f o r m :

i n  an e m b e d d in g  Eg w i t h  m e t r i c ,

-  (io^ = -  Ar^- r^Ai)l  + 4- .
I t  w i l l  be  r e c a l l e d  th a t ^  i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  

t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n ^ e q u a t  i o n s ,  ( 5 ) a n d ( 6 )  

w e r e  u s e d  t o  d e r i v e  a c o n d i t i o n  on l ( r )  an d  m ( r )  f o r  a 

s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  s o l u t i o n  to  be  p o s s i b l e .

The c o n d i t i o n  b e i n g  t h a t ,

i  ( „ w ) *  =  ( w "

The r i g h t  h a n d  s i d e s  o f  (24) and (£5) o b e y  t h i s  c o n d i t i o n  t o  

w i t h i n  a m u l t i p l i c a t i v e  c o n s t a n t ,  h e n c e ,  a s o l u t i o n  o f  

t h e  fo rm  ,
k t

2^ -  p(r\ \<t

i s  p o s s i b l e .
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We r e q u i r e  ~~ ~ ~ I f r o m  (24) and  (25), and

t h a t  p(f) = f r o m ( 2 5 ) ,a n d  k =  f r o m  (24).

T h u s ,  an e m b e d d in g  i s  g i v e n  b y ÿ z (  3.^ 

a s  a b o v e ,  ,

= [ S  L n k  ^

= S -  r'  ̂ (mK ^

i n  t h e  Eg w i t h

-  =  -  àS- êS- d / -

F o r  c o m p l e t e n e s s ,  an e m b e d d in g  o f  t h e  E i n s t e i n  

m o d e l^ ^ ,  -  =  A t^ -  (*" Ar"̂  -

i s  g i v e n ,  a l t h o u g h  i t  i s  t r i v i a l .  By i n s p e c t i o n ,

l ' = t ^  -  R ( i - , -jh = r  ÛD0 ,  z.'*= r S c e d / j^ ,

and e m b e d d in g  E i s  -  =  d z A -  <iq2_ .
5
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WHITTAKER'S QUASI-UNIFORM GRAVITATIONAL FIELD

-  =  ( a  r ' )  d <  -  (l+ -  (kXt-d^:|

We a t t e m p t  an e m b e d d in g  i n  E w i t h
4

—

P u t t i n g  ^ 2 , ^ 3 '  *^3 t h e  i s o m e t r y  e q u a t i o h s  a r e : -

( t t -  ( i f  "  O '  W

( f t ) ' -  ( s i t  = - ( " ¥ ■ )

. 93J4 _  r )
3r, 9x4. -  ^

The s i g n a t u r e  h a s  t o  be a s  a b o v e  s i n c e  t h e

o r i g i n a l  h a s  s i g n a t u r e  (-»----- • ) .

We n o t e  t h e  s i m i l a r i t y  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  t o e  

(1), (2) and (3 ) i n  t h e  a t t e m p t e d  e m b e d d in g  o f  t h e  

S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  i n  E g .  In  t h a t  c a s e  

we d e r i v e d  t h e  c o n d i t i o n  ^

f o r  a s o l û t i o n  b y  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  t o  e x i s t ,

when t h e  s o l u t i o n  i s  s t a t i o n a r y  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .

The c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d  h e r e  t o  w i t h i n  a m u l t i 

p l i c a t i v e  c o n s t a n t  when we p u t  and b-X i* .

Hence ,  we t r y  a s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m ,

Z Î  =  A (l-*- %r') CxdK kx4 .
g t  =  A 0 +  S c k k  kX4.
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f r o m  e q u a t i o n s  (5) and (.6).

The f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  on A , k  a r e  n e c e s s a r y y

A" =  1
and =• 1 j-nrm B'sSl ,

i . e .  A*" = q’’ =

H e n o e ,  a u n i q u e  s o l t u i o n  ( t o  w i t h i n ± l j  e x i s t s  by- 

s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  , an d  i s

2., =  a  (l+- C S \  ^

=  Xz , =  %3

2  n =  a  (l-4 ^

T h u s ,  t h e  i s  embeddàfle i n  t h e  M in k o w sk i  E^î

T h i s  o a n  o n l y  be t r u e  i f  t h e  R a c t u a l l y  i s  t h e
4

M in k o w s k i  E^, b u t  w i t h  an u n u s u a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  

d e f i n e d  on i t .  Of c o u r s e ,  t h i s  i s  a w e l l  known r e s u l t ,

a s  a r e  t h e  f u n c t i o n s   ̂ e x p r e s s i n g  t h e

c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s ,  b u t  i t  d o e s  i l l u s t r a t e  t h e

u s e  o f  t h e  e m b ed d in g  m eth od  i n  t h i s  c a s e .
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AN EMEDDINO OF A SPHERICALLY SYMMETRIC IN

AN ^

-  ( q )
U s i n g  t h e  l i n e  e l e m e n t  i n  t h e  fo rm

— — I ( 0  At ~ -  r*̂  Ao5V̂

and w i t h  t h e  f i r s t  t h r e e  f l a t  s p a c e  c o o r d i n a t e s  a s  u s u a l

when m e t r i c  w i t h  r " ^ t e r m  i s  p r e s e n t ,  and v a , v, to

i n d e p e n d e n t  o f  9  ̂ é  i n  t h e  E t h e  e m b ed d in g  e q u a t i o n s
6

a r e : -

Sit ( I t) + SfcClz) =  I-

O  124)

As i n  t h e  c a s e  o f  t h e  S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n ,

l e t  I f  = O , an d  onng-idjer t h e  c a s e  ëu = -  ë y  -  -  1 j

t o  a l l o w  f o r  d i f f e r e n t  s i g n s  o f  and f ( r j , i f

t h e y  o c c u r .  S o l v i n g  (28) by s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s ,

U  =  p  (r) ^Idrvk k t  ( 3  o )

\ /  = p  (r) Ccrak k b  ( 3  l)

g i v e s  p H  =  -K 

H e n c e ,  (2?) b e c o m e s

p'(r) '+  £é d ^ ) ^  =  1- 3 (0 ^

i . e .  i D h )  ~  J j ÿ t  ( ' - 3 H) -  è l ' H  ) ]  d-r^ (3 3 )

66 b e i n g  c h o s e n  t o  make t h e  i n t e g r a n d  r e a l .
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Thds e m b e d d in g  d e f i n e d  by(3Q>, (3]), (32), (33) and

t h e  s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s ; i n c l u d e s  t h e

S c h w a r z s c h i l d  E x t e r i o r  S o l u t i o n  ( w i t h  or  w i t h o u t

c o s m o l o g i c a l  t e r m )  and t h e  H e i s s n e r - W e y l ^ c h a r g e d

p a r t i c l e  s o l u t i o n , a n d  i s  e s s e n t i a l l y  a t r e a t m e n t  o f  t h e

e m b e d d in g  o f  a s p h e r i c a l l y  s y m m e t r i c  s p a c e - t i m e  i n  E
C9) ®

a s  was f i r s t  p e r f o r m e d  by J .  ± " leb a n sk i

CQNClCrsiON

I t  i s  h o p e d  t h a t  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a p p r o a c h  t o  t h e  p r o b l e m

h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  s i m p l e r

r e l a t i v i s t i o  m e t r i c s .  Even  t h o u g h  a s s u m p t i o n s  h a v e  t o  be

made i n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n s ,  i t  i s  c l e a r  w h a t

t h e s e  a s s u m p t i o n s  a r e ^ a n d  an  a t t e m p t  h a s  b e e n  made t o

j u s t i f y  th e m .  I t  i s  n o t  c l a i m e d  t h a t  t h e  m e th o d  i s  a

g r e a t  s t e p  f o r w a r d ,  i n d e e d ,  t h e  w h o l e  u s e  o f  e m b e d d in g

o f  R s  i n  E s  may t u r n  o u t  t o  be  a r e d - h e r r i n g ,  b u t  t h e  
4 n

s t r u c t u r e  o f  t h e  p o s s i b l e  s o l u t i o n s ,  e s p e c i a l l y  w i t h
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r e g a r d  t o  t h e  s i g n a t u r e  o f  t h e  em b ed d in g  s p a c e  ; and t h e  

r o l e  o f  t h e  r , © , 0  , t  c o o r d i n a t e s  , i n  t h e  i s  

e m p h a s i z e d .  C e r t a i n  m i n o r  r e s u l t s  may be p r o v e d  by  

t h i s  m eth o d  s i m p l y  b e c a u s e  i t  i s  a s y s t e m a t i c  a p p r o a c h  

t o  t h e  p r o b l e m .
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CHAPTER 5

THE RELATION OF THE EMBEDDING PROBLEM 

TO ELEMENTARY PARTICLE PHYSICS
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THE RELATION OF THE EMBEDDING PROBLEM 

TO ELEMENTARY PARTICLE PHYSIOS

I n  t h i s  c h a p t e r  we p r o p o s e  t o  d i s c u s s  i n  a  

g e n e r a l  way r e c e n t  s u g g e s t i o n s  t h a t  t h e  e x t r a  d i m e n s i o n s  

i n t r o d u c e d  i n  t h e  e m b e d d in g  may l e a d  t o  sy m m etry  

t r a n s f o r m a t i o n s  i n  t h e  E u c l i d e a n  e m b e d d in g  s p a c e , w h i c h  

may g i v e  r i s e  t o  i n v a r i a n c e  p r i n c i p l e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  

t h e  so c a l l e d  i n t e r n a l  s y m m e t r i e s  o f  e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s • 

T h i s  s u g g e s t i o n  h a s  i n  f a c t  b e e n  a l m o s t  w h o l l y  r e s p o n s i b l e  

f o r  t h e  r e v i v a l  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  e m b e d d in g  p r o b l e m  a s  

a p p l i e d  t o  ' p h y s i c a l *  s p a c e  t i m e s .

A d e t a i l e d  t r e a t m e n t  o f  e x i s t i n g  t h e o r y  i n  t h i s  

f i e l d  i s  b e y o n d  t h e  s c o p e  o f  12 i is  d i s s e r t a t i o n  and o n l y  a 

b r i e f  o u t l i n e  o f  m o t i v a t i n g  i d e a s  i s  g i v e n  h e r e .  A l i s t  

o f  r e f e r e n c e s  i s  g i v e n  w h i c h  i t  i s  h o p e d  w i l l  p r o v e  

u s e f u l  f o r  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n .

I t  may be  a r g u e d  t h a t  G e n e r a l  H e l a t i v i t y  c a n  

p l a y  no p a r t  i n  t h e  t h e o r y  o f  e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s  s i n c e  

t h e  g r a v i t a t i o n a l  i n t e r a c t i o n s  a r e  so  weak co m p a re d  w i t h  

o t h e r  i n t e r a c t i o n s ,  and f ro m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  

d y n a m ic s  o f  t h e  i n t e r a c t i o n s  t h i s  i s  a l m o s t  c e r t a i n l y  

t r u e .
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H o w e v er ,  when we d i s c u s s  t h e  s y m m e t r i e s  o f  

e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s  a d i f f e r e n t  s i t u a t i o n  may a r i s e .

A sym m e try  ( o r  i n v a r i a n c e )  o f  t h e  w o r l d  e x i s t s  

w h e n e v e r  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l a w s  o f  p h y s i c s  i s  

u n a f f e c t e d  b y  a c h a n g e  i n  t h e  f r a m e  o f  r e f e r e n c e .

E . g .  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  o r i g i n  o f  a s p a c e  c o o r d i n a t e  

s y s t e m  i s  q u i t e  a r b i t r a r y , a n d  c h a n g i n g  i t  makes no 

d i f f e r e n c e  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  b o d i e s ,  

b e c a u s e  f o r c e s  b e t w e e n  them  d e p e n d  o n l y  oh r e l a t i v e  

p o s i t i o n s  and n o t  on a n y  a b s o l u t e  p o s i t i o n .  T h i s  s y m m e t r y  

o f  s p a c e  t o  t r a n s l a t i o n s  i m p l i e s  t h e  la w  o f  c o n s e r v a t i o n  

o f  l i n e a r  momentum.

P a r t i c l e  s y m m e t r i e s  s u c h  a s  c o n s e r v a t i o n  o f  

l i n e a r  and a n g u l a r  momentum and o f  e n e r g y  c m  be d e r i v e d  

f r o m  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  1.0 r e n t z  Group o f  a l l o w a b l e  

sy m m e try  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  M in k o w sk i  s p a c e .  C o n s e r v a t i o n  

o f  l i n e a r  and a n g u l a r  momentum fro m  t r a n s l a t i o n s  and  

r o t a t i o n s  i n  s p a c e , a n d  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  f r o m  

t r a n s l a t i o n s  i n  t i m e .

B ut  o f  c o u r s e  t h e  s p a c e  t i m e  i n  w h ic h  we make 

o b s e r v a t i o n s  i s  n o t  a c t u a l l y  f l a t  and t h e  M in k o w sk i  s p a c e  

t i m e  i s  o n l y  a l o c a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  l a b o r a t o r y  

s p a c e - t i m e  and t h e  L o r e n t z  Group i s  a p p l i c a b l e  o n l y  i n
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t h a t  i t  i s  some k i n d  o f  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  g r o u p  o f  

a l l o w a b l e  sym m etry  p r e s e r v i n g  t r a n s f o r m a t i o n s .

The u s e  o f  t h e  L o r e n t z  Group i n  d e r i v i n g  

e x t e r n a l  s y m m e t r i e s  i s  w e l l  u n d e r s t o o d  and i s  u s u a l l y  

b a s e d  upon t h e  f a c t  t h a t  i t  a r i s e s  a s  a s o l u t i o n  o f  

K i l l i n g ' s  e q u a t i o n s

f o r  sym m etry  t r a n s f o r m a t i o n s ,  i n  f l a t  s p a c e - t i m e .

K i l l i n g ' s  e q u a t i o n s  g i v e  u s  a l e a d  t o  t h e  f i n d i n g  o f  

e x a c t  sym m etry  p r e s e r v i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  a n y  

R ie m a n n ia n  s p a c e ,  and  a t  t h i s  p o i n t  i t  i s  i n s t r u c t i v e  

t o  show t h e i r  d e r i v a t i o n  and  i n  p a r t i c u l a r  t h e  d e r i v a t i o n  

o f  t h e  L o r e n t z  Group f o r  f l a t  s p a c e - t i m e .

We f o r m u l a t e  a n a l y t i c a l l y  t h e  i d e a  o f  a 

t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  p o i n t s  o f  an R4  i n t o  t h e m s e l v e s  b y  

i n t r o d u c i n g  a s e t  o f  c o o r d i n a t e s  [ on t h e  R4  a t  a 

p o i n t  P, a n d  a s e t  a t  a p o i n t  P * , and e x p r e s s  t h e

a s s o c i a t i o n  o f  p o i n t  P* w i t h  p o i n t  P u n d e r  a t r a n s f o r m a t i o n  

o f  t h e  R4  i n t o  i t s e l f  b y  t h e  s e t  o f  f u n c t i o n s ,

(The c o o r d i n a t i z a t i o n  o f  t h e  R4  i s  a s s u m e d  t o  be a t  l e a s t  

p a t c h w i s e  c o n t i n u o u s , so  t h a t  we ca n  e x p r e s s  t h e  e n t i r e  

t r a n s f o r m a t i o n  i n  t e r m s  o f  s u c h  a s e t  o f  f u n c t i o n s . )
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We s h a l l  c o n s i d e r  o n l y  i n f i n i t e s i m a l  

t r a n s f o r m a t i o n s , a s  a n y  f i n i t e  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  be  

b u i l t  up f i o m  th e m ,  a n d  we r e p r e s e n t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  

by a v e c t o r  f i e l d  on  t h e  R4  w h ic h  t a k e s  t h e

p o i n t  P [ x ^ ]  i n t o  t h e  p o i n t  P* .

Now we r e q u i r e  t h a t  t h e  v e c t o r  f i e l d  

l e a v e  t h e  m e t r i c  i n v a r i a n t , i n  t r a n s f o r m i n g  t h e  p o i n t  P 

t o  P* • The m e t r i c  i s  t a k e n  t o  be a t e n s o r ,

a n d  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s ,

t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  i s ,

s i n c e  t h e  J/o a r e  i n f i n i t e s i m a l  here^ and i n  t h e  f o l l o w i n g ,

3'fV = î s - r S C -  ? " , v i

^  f  ,v  "  9 ? ' '  0 )

( e v a l u a t e d  a t  P)

H owever

a T o i l e r  ).

=  '3 ^ vC x^ )+  ^  G?)
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H en ce  a n e c e s s a r y  and  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  

m e t r i c  be l e f t  i n v a r i a n t  b y  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  t h a t

(1) = C2) • The d i f f e r e n c e  b e t w e e n  0) and Ü ) i s ,

and we r e q u i r e  t h i s  to  be z e r o .  T h i s  c o n d i t i o n  

c o n s t i t u t e s  K i l l i n g ’ s  e q u a t i o n s ,  i t  i s  u s u a l l y  w r i t t e n  

i n  t h e  f o r m ,

^  >*;V + =  O

u s i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e .

I f  t h e  i s  t h e  M in k o w s k i  E4  w i t h  c a r t e s i a n

c o o r d i n a t e s  ,
=

o

\
o  

- 1/
and K i l l i n g ’ s  e q u a t i o n s  b eco m e ,

i . e .  + fv, /*  = O
h e n o e  f o r  = v = ot,

r«, o(. = 0  Q o i + j o t C x ^ )

8  ̂= c o n s t a n t ,

M  +  y  4 >  f

b u t = Q/A + |/A Cx.'') , k + ^  I

•=? 0-1/

?x' 

^  “



gr/

dlM M Siy
h e n o e  s i n c e  3 k̂ i s  i n d e p e n d e n t  o f  x  , and  ^  i s

■Ü SLy
i n d e p e n d e n t  o f  % f o r  a l l  i s  i n d e p e n d e n t  o f

?fy u
X , and a ?  i s  i n d e p e n d e n t  o f  % f o r  a l l

T h e r e f o r e  we h a v e  = Ir

w h er e  /Lyjik i s  an  a n t i s y m e t r i c  c o n s t a n t  m a t r lo s .

And
X  +  0 /A

i . e .  t h e  a d m i t t e d  t r a n s f o r m a t i o n s  p r e s e r v i n g  t h e  M in k o w sk i  

E4  a r e  t h e  t e n  p a r a m e t e r  ( 6  f r o m  , 4  f r o m  C>a. ) ^ r o u p

o f  t r a n s f o r m a t i o n s ^ w h i c h  we know a s  t h e  f u l l  L o r e n t z  G r o u p .

I t  i s  c l e a r  t h a t  i n  a g e n e r a l  t h e  s o l u t i o n  t o  

K i l l i n g s  e q u a t i o n s  may n o t  e v e n  e x i s t , s i n c e  t h e  g r a v i t a t i o n a l  

f i e l d  d e s t r o y s  t h e  sym m etry  o f  t h e  s p a c e - t i m e , a n d  t h e  u s e  

o f  t h e  L o r e n t z  Group i s  no l o n g e r  j u s t i f i e d  e x c e p t  a s  a n  

a p p r o x i m a t i o n .

The L o r e n t z  Group se e m s  t o  be a g o o d  a p p r o x i m a t i o n  

i n  t h a t  e x t e r n a l  s y m m e t r i e s  a r e  w e l l  e s t a b l i s h e d ,  l i n e a r  

and a n g u l a r  momentum a r e  c o n s e r v e d  to  h i g h e s t  d e g r e e s  o f  

o b s e r v a t i o n a l  a p p r o x i m a t i o n , b u t  what  o f  t h e  so  c a l l e d  

" i n t e r n a l ” s y m m e t r i e s ?  H ere  we may h a v e  a c a s e  i n  w h i c h  

t h e  L o r e n t z  Group i s  n o t  e v e n  an  a l l o w a b l e  a p p r o x i m a t i o n .



( I n t e r n a l  s y m m e t r i e s  a r e  f o r  e x a m p le  c o n s e r v a t i o n  o f  

c h a r g e ,  s t r a n g e n e s s ,  and i s o t o p i c  s p i n .  The i n v a r i a n c e  

p r i n c i p l e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  i s o t o p i c  

s p i n  i s  t h e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  s y s t e m  u n d e r  r o t a t i o n s  i n  

t h e  " i s o t o p i c - s p i n  s p a c e ” , r a t h e r  t h a n  i n  o r d i n a r y  s p a c e  

and a s  f a r  a s  i s  known t h e  i s o t o p i c  s p i n  s p a c e  h a s  no 

p r o v e d  r e l a t i o n  t o  a n y  o t h e r  s p a c e  o r d i n a r y  or n o t ) .

As D. J o s e p h  h a s  s h o w n ^ t h a t  t h e  s o u r c e  o f  

t h e  d i f f i c u l t i e s  l i e s  i n  t h e  u s e  o f  g e n e r a l  c u r v i l i n e a r  

c o o r d i n a t e s  when we g i v e  up t h e  L o r e n t z  G roup,  I n  t h e  

t r a d i t i o n a l  a p p r o a c h  u s i n g  g e n e r a l  c u r v i l i n e a r  

c o o r d i n a t e s  t h e  g r o u p  o f  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  h a s  

an i n f i n i t e  number o f  p a r a m e t e r s , w h e r e a s  t h e  L o r e n t z  

Group h a s  o n l y  t e n .  Of c o u r s e  t h i s  d i f f i c u l t y  w o u ld  h a v e  

a r i s e n  i n  th e  f l a t  s p a c e  L o r e n t z  Group a p p r o x i m a t i o n  had  

we u s e d  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  t h e r e .  But  we c h o o s e  t o  

u s e  t h e  p r e f e r r e d  s e t  o f  p s e u d o - E u c l i d e a n  c o o r d i n a t e s  i n  

f l a t  s p a c e  t i m e ^ w h i c h  g a v e  t h e  M in k o w s k i  m e t r i c .  I n  t h e  

same way a s e t  o f  p r e f e r r e d  c o o r d i n a t e s  e x i s t  f o r  t h e  

c u r v e d  s p a c e - t i m e , w h e r e  we d e f i n e  p s e u d o - E u c l i d e a n  

c o o r d i n a t e s  by 10 ^
cU) -

( t h e  f a c t  t h a t  t e n  c o o r d i n a t e s  a r e  r e q u i r e d  f o r  a 4  

d i m e n s i o n a l  c u r v e d  s p a c e - t i m e  h a s  b e e n  m e n t i o n e d  e a r l i e r ) .
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The L o r e n t z  Group p r e s e r v i n g  t h e  M in k o w sk i  

m e t r i c  i s  now r e p l a c e d  by t h e  g r o u p  o f  p s e u d o 

r o t a t i o n s  and t r a n s l a t i o n s  i n  p r e s e r v i n g

t=«
A l t h o u g h  t h e  s p a c e  d i m e n s i o n s  h a v e  b e e n  i n c r e a s e d  f r o m  

4 t o  10  t h e  g r o u p  p a r a m e t e r s  h a v e  b e e n  d e c r e a s e d  f r o m  

t o  5 5 .  L a b o r a t o r y  e x p e r i m e n t s  a r e  c o n d u c t e d  i n  the  

em bedded R ie m a n n ia n  4 - s p a c e ,  h e n c e  we w o u ld  e x p e c t  

o b s e r v e d  s y m m e t r i e s  t o  be o b t a i n e d  o n l y  b y  t r a n s f o r m a t i o n s  

i n  E^o w h ic h  l e a v e  R^ i n v a r i a n t ,  o f  c o u r s e  f o r  a g e n e r a l  

R4  s u c h  t r a n s f o r m a t i o n s  do n o t  n e c e s s a r i l y  e x i s t .

H o w e v er ,  we c a n  a p p r o x i m a t e  t o  t h e  R4  a t  a p o i n t  b y  u s i n g  

t h e  t a n g e n t  E^ a t  t h a t  p o i n t .  T h ere  e x i s t  two t y p e s  o f  

t r a n s f o r m a t i o n s  p r e s e r v i n g  t h i s  E^, f i r s t l y  t r a n s f o r 

m a t i o n s  o f  E^ i n t o  E4  ( a n a l o g o u s  t o  r o t a t i o n s  o f  a p l a n e  

a b o u t  a l i n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  i t  i n  E g ) ,  and s e c o n d l y  

t r a n s f o r m a t i o n s  i n  which,  l e a v e  E4  f i x e d .  The f i r s t  

s e t  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  p o i n t s  i n  E^ i n t o  p o i n t s  i n  E^ 

a r e  a n a l o g o u s  t o  L o r e n t z  T r a n s f o r m a t i o n s  and c o r r e s p o n d  

t o  t h e  u s e  o f  a M in k o w sk i  f r a m e  a t  t h e  p o i n t  a s  an 

a p p r o x i m a t i o n .

I t  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  t h a t  i n  a ' c o r r u g a t e d *  

s p a c e - t i m e  t h e  b e s t  a p p r o x i m a t i o n  m i g h t  be t h e  a s s o c i a t e d



^4.

t o  w h ioh  t h e  c o r r u g a t e d  b e s t  f i t s  on a l a r g e r  s c a l e . 

S u c h  c o n s i d e r a t i o n s  se e m  a l i t t l e  p r e m a t u r e  a t  t h i s  s t a g e  

i n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  an d  a f u l l  

i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  t a n g e n t  p l a n e  a p p r o x i m a t i o n  s h o u l d  be  

t h e  f i r s t  s t e p .

H o w e v e r ,  i n  b o t h  o f  t h e s e  c a s e s  t h e  p s e u d o 

r o t a t i o n s  i n  t h e  a p p r o x i m a t e d  E^ w o u ld  y i e l d  ’ e x t e r n a l *  

c o n s e r v a t i o n  l a w s ^ a n d  t h o s e  i n  t h e  n o i m a l  f l a t  s p a c e  

w o u ld  g e n e r a t e  a d d i t i o n a l  l o c a l  s y m m e t r i e s , w h i c h  we 

ho p e  w o u ld  c o i n c i d e  w i t h  t h e  so  c a l l e d  i n t e r n a l  s y m m e t r i e s .

I n  t h i s  c o n n e c t i o n  i t  may be l e g i t i m a t e  t o  s a y  

t h a t  t h e  t o t a l i t y  o f  p o s s i b l e  p a r t i c l e  s y m m e t r i e s  i n  an  

R4  may be o b t a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  a M in k o w s k i  E^ em bedded  

i n  an Ê ^Q. T h a t  i s ,  r e g a r d i n g  t h e  M in k o w s k i  E^ a s  t h e  

l i m i t i n g  c a s e  i n  w h ic h  t h e  R^ b e c o m e s  a n  E ^ , f a r  away f r o m  

a n y  s o u r c e s  o f  c u r v a t u r e ,  w h er e  we may e x p e c t  a maximum 

number o f  p a r t i c l e  s y m m e t r i e s , s i n c e  the p r e s e n c e  o f  a n y  

c u r v a t u r e  s o u r c e s  m ust  r e d u c e  t h e  number o f  i n v a r i a n c e  

t r a n s f o r m a t i o n s  p o s s i b l e  i n  t h e  s p a c e .  We t a k e  E^q f o r  

t h e  e m b ed d in g  s p a c e  a s  i t  h a s  t h e  maximum d i m e n s i o n s  

n e c e s s a r y  f o r  t h e  e m b ed d in g  o f  an  R4 , a s  an e x t r e m e  c a s e .  

H e n c e ,  we w o u ld  s a y  t h a t  t h e  maximum number o f  e x a c t  

e x t e r n a l  s y m m e t r i e s  c a n  be d e r i v e d  f r o m  t h e  p s e u d o -
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r o t a t i o n s  i n  t h e  E^, i . e .  t h e  L o r e n t z  Group and t h a t  

t h e s e  a r e  a l r e a d y  w e l l  known. The maximum number o f  

i n t e r n a l  s y m m e t r i e s  w o u l d  t h e n  be d e r i v e d  f r o m  t h e  

number o f  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  E^Q w h ic h  p r e s e r v e  E^.
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