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CHAPTER I  

I n t r o d u c t i o n

I n  t h i s  c h a p t e r  we g i v e  an  h i s t o r i c a l  o u t l i n e  o f  t h e  

m a i u  t h e o r e t i c a l  d e v e l o p m e n t s  t h e r e  h a v e  b e e n  i n  t h e  f o r m 

u l a t i o n  and i n t e r p r e t a t i o n  o f  r e l a t i v i s t i o  e q u a t i o n s  d e s 

c r i b i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  f u n d a m e n t a l  p a r t i c l e s .  f e c i a l  

a t t e n t i o n  i s  p a i d  to t h e  D i r a c  e q u a t i o n  a s  i t  i s  t h e  

p a t t e r n  o n  w h i c h  t h e  p r e s e n t  p a r t i c l e  e q u a t i o n s  a r e  b a s e d .  

An i n t r o d u c t i o n  t o  t h i s  s u b j e c t  t r a c i n g  i n  m o re  d e t a i l  

t h e  i n t e r c o n n e c t i o n  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  d e v e l o p m e n t s  w i t h  

e x p e r i m e n t a l  d i s c o v e r i e s  w i l l  b e  f o u n d  i n  Bhabha ( 4 4 ) ,  

w h i l e  a c o m p r e h e n s i v e  m a t h e m a t i c a l  r e v i e w  d e a l i n g  w i t h  

p a r t i c l e s  o f  s p i n  0 ,  ^  and  1 i s  g i v e n  i n  P a u l i  ( 4 l ) .

U n i t s . U n l e s s  o t h e r w i s e  s t a t e d  we ^ a l l  a l w a y s  u s e  

a t o m i c  u n i t s  m t h  - ^  = c = 1 ,  w h e r e  i s  P l a n c k ' s

c o n s t a n t  d i v i d e d  b y  2fT an d  c i s  t h e  v e l o c i t y  o f  l i g h t .  

N o t a t i o n . The g e n e r a l  B habha m a t r i c e s  a p p l i c a b l e  t o  a 

p a r t i c l e  o f  a n y  s p i n  w i l l  be  d e n o t e d  b y c ^ ,  w h i l e  Y  v ^ i i i  

d e n o t e  t h e  D i r a c  m a t r i c e s  and ^  t h e  Kemmer m a t r i c e s .  

R e f e r e n c e s . T h e s e  a r e  l i s t e d  a l p h a b e t i c a l l y  a t  t h e  end  

o f  t h e  t h e s i s  ( p .  12.1 ) ,  t h e  two f i g u r e s  a f t e r  a name i n  

t h e  t e x t  r e f e r r i n g  to  t h e  y e a r  t h e  p a p e r  o r  b o o k  w a s  

p u b l i s h e d .
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( 1 )  The B e g i n n i n g s  o f  P a r t i c l e  E q u a t i o n s .

A p a r t i c l e  e q u a t i o n  i s  an e q u a t i o n  p r e d i c t i n g  t h e  

b e h a v i o r  and d e s c r i b i n g  t h e  p r o p e r t i e s  o f  a fu n d a m e n ta l  

p a r t i c l e  w i t h i n  t h e  framework o f  r e l a t i v i t y  and quantum 

t h e o r y .

I t  i s  m a in ly  t h e  " s p e c i a l ” form o f  t h e  f i r s t  we a r e  

i n t e r e s t e d  i n ,  and t h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  momenta, e n e r g y ,  

and r e s t - m a s s  o f  a f r e e  p a r t i c l e  r e f e r r e d  t o  a c a r t e s i a n  

r e f e r e n c e  sy s tem  must be r e l a t e d  by t h e  e q u a t i o n

w h e r e a n d  a r e  t h e  t h r e e  momenta com p o n en ts ,  E  

i s  t h e  t o t a l  e n e r g y  and X t h e  r e s t - m a s s  o f  t h e  p a r t i c l e .

From quantum t h e o r y  i t  i s  known t h a t  w i t h  t h e  momenta 

and e n e r g y  o f  any sy s te m  a r e  a s s o c i a t e d  t h e  o p e r a t o r s

-4^- - -  "3L T-

t h e s e  a c t i n g  on some wave f u n c t i o n  ^  .

These  two r e s u l t s  s u g g e s t  t h a t  1.1 and 1 , 2  s h o u ld  

be combined i n t o  th e  e q u a t i o n

or
L_ q;   ' ' ^

(where  ^  i s  some s c a l a r  wave f u n c t i o n ) ,  and t h a t  t h i s

e q u a t i o n  s h o u l d  d e s c r i b e  t h e  b e h a v i o r  o f  any k in d  o f  

p a r t i c l e .

As ^  i s  a s c a l a r  1 .3  can be  t r a n s f o r m e d  so  a s  t o
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h o l d  f o r  any o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  sy s tem ;  i t  then  

becom es

I  -—  ------- - I • If.

(we u s e  t h e  n o t a t i o n  ^  f o r  t h e  g e n e r a l  fo u r - d i m e n s i o n a l  

L a p la c ia n ;  r e f e r s  o n l y  t o  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s ) .

E q u a t io n  1 . 4  i s  t h e  K le in -G o r d o n  ( 2 6 )  r e l a t i v i s t i c  

wave e q u a t i o n  and w as  the  f i r s t  such e q u a t i o n  to be  put  

fo r w a r d .  I t  was e x p e c t e d  t h a t  i t  would ho ld  f o r  an y
I

p a r t i c l e ,  but i n  t h e  end i t  was  j u s t  t h i s  extrem e g e n e r 

a l i t y  w h ic h  showed i t  i n c a p a b l e  o f  d e s c r i b i n g  t h e  f i n e r  

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  any o f  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  d i s c o v e r e d  

p a r t i c l e s .

E x p e r im e n ta l  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  

e l e c t r o n  showed t h a t  a s  w e l l  a s  p o s s e s s i n g  t h e  u s u a l  

r e l a t i v i s t i c  p r o p e r t i e s  o f  a l l  f a s t  moving p a r t i c l e s ,  i t  

in  a d d i t i o n  p o s s e s s e d  c e r t a i n  i n t r i n s i c  p r o p e r t i e s ,  

c h a r a c t e r i s t i c  o f  i t s e l f  a l o n e ,  such a s  a s p in  a n g u l a r  

momentum o f  m a gn itu d e  and a m a g n e t i c  moment, n e i t h e r  

o f  w h ic h  would be p r e d i c t e d  from t h e  K le in -G o r d o n  e q u a t i o n .

What t h e r e f o r e  w a s  needed  was  some e q u a t i o n  which  

would be  c o n s i s t e n t  w i t h  1 . 3 ,  but  y e t  p o s s e s s e d  some ad d 

i t i o n a l  s t r u c t u r e  w h ic h  e n a b le d  i t  t o  e x p l a i n  t h e s e  

i n t r i n s i c  e l e c t r o n  p r o p e r t i e s .

D ir a c  ( 2 8  a and b) s o l v e d  t h i s  problem  w i t h  h i s  

famous e l e c t r o n  e q u a t i o n .  He g a v e  up t h e  r ô s t r i c t i o n  

t h a t  ^  was a s c a l a r ,  o n l y  im p o s in g  on i t  t h e  c o n d i t i o n
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t h a t  an e q u a t i o n  o f  t h e  form 1 . 3  must be  s a t i s f i e d  b y  

each o f  i t s  com p o n e n ts .  Such an e q u a t i o n  h e  showed was

y C) 4*
1- ^ 4- = o  4

( . .
where r u n s  i — = - v . )

Here ^  I s  a s i n g l e - c o l u m n  m a t r i x  w i t h  f o u r  compon

e n t s ,  and t h e  y -  a r e  f o u r .  4 x 4  m a t r i c e s  s a t i s f y i n g  

t h e  commutation r e l a t i o n s

=  2 %"^?   ( . 6

where i s  t h e  u s u a l  K ro n eck er  symbol
? =  o  ^  ^ ^

=. I ^
By m u l t i p l y i n g  1 . 5  th r o u g h o u t  w i t h  y v  and

u s i n g  1 . 5  and 1 . 6  i t  can e a s i l y  be v e r i f i e d  t h a t  t h i s  

e q u a t i o n  d o e s  l e a d  t o  e q u a t i o n  1 . 3  f o r  each  component o f  4̂ . 

As Ap i s  no l o n g e r  a s c a l a r  h o w ev e r ,  i t  i s  im p o r ta n t  to  

n o t e  we cannot  p a s s  from 1 . 3  to  t h e  g e n e r a l  K le in -G o rd o n  

e q u a t i o n  1 . 4 ,  v a l i d  f o r  any  c u r v i l i n e a r  sy s tem  o f  c o 

o r d i n a t e s .  As we s h a l l  s e e  l a t e r  ( f  14 ) ,  t h e  D ir a c  

e q u a t i o n  i n  any  c o - o r d i n a t e  e x c e p t  c a r t e s i a n s  d o e s  n o t  

y i e l d  a second o r d e r  e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e  1 . 4

D i r a c  and o t h e r s  showed f u r t h e r  t h a t  t h e  e q u a t i o n

1 . 5  cou ld  be o b t a i n e d  from  a D agrang ian  p r i n c i p l e ,  t h a t  

i t  p r e d i c t e d  b o th  t h e  h a l f - i n t e g r a l  s p i n  and t h e  p r o p e r  

m a g n e t i c  moment o f  t h e  e l e c t r o n ,  and a l s o  t h a t  e x p r e s s i o n s  

c o u ld  be foun d  f o r  t h e  energy-momentum t e n s o r  and c u r r e n t
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v e c t o r  f o r  t h e  e l e c t r o n ,  w h ich  e x h i b i t e d  a l l  t h e  n e c e s s a r y  

c o n s e r v a t i o n  p r o p e r t i e s .

As a D a g r an g ia n  f o r m u l a t i o n  was p o s s i b l e ,  t h e  e l e c t r o 

m a g n e t i c  f i e l d  c o u ld  be i n t r o d u c e d  i n t o  1 . 5  i n  t h e  u s u a l  

way by  r e p l a c i n g  — • • b y  , where  e i s  t h e

e l e c t r o n  c h a r g e  and i s  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  o f  t h e

e x t e r n a l  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .

Now up to t h e  t im e  o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  i t  had been  

t h o u ^ t  t h a t  a l l  r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n s  must be e x p r e s s i b l e  

i n  t e n s o r  form . However,  t h e  D ir a c  e q u a t i o n  1 . 5  was  

shown to be r e l a t i v i s t i c  y e t  i t  c o n t a i n e d  t h e  q u a n t i t i e s  

Y"" and Lp w h ic h  c e r t a i n l y  d i d  n o t  f a l l  i n t o  t h e  u s u a l  

t e n s o r  c l a s s i f i c a t i o n .  As Darwin ( 28 )  put  i t  in  1 9 2 8 ,

" i t  i s  r a t h e r  d i s c o n c e r t i n g  to  f i n d  t h a t  a p p a r e n t l y  some

t h i n g  h a s  s l i p p e d  th r o u g h  th e  n e t . "

The p r o p e r  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e s e  new q u a n t i t i e s  t h e n  

opened up a f i e l d  o f  i n v e s t i g a t i o n  w hich  naimed m a i n l y  a t  

t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  now c l o s e l y  r e l a t e d  p r o b l e m s : -

a)  What i s  t h e  m a t h e m a t i c a l  n a t u r e  o f  t h e  q u a n t i t i e s

and ip , and how do t h e s e  p r o p e r t i e s  a c c o u n t  f o r  t h e  i n v a r 

i a n c e  o f  1 . 5 ?  and

b)  What i s  t h e  c o r r e c t  g e n e r a l i z a t i o n  o f  1 . 5  so i t  w i l l  

a p p l y  to o t h e r  c o - o r d i n a t e  s y s t e m s  a p a r t  from c a r t e s i a n s ?

In t h e  n e x t  s e c t i o n  we' s h a l l  c o n s i d e r  t h e  a n s w e r s  

g i v e n  to  t h e s e  q u e s t i o n s .  , ,



( e ) I n t e r p r e t a t io n s  o f  the Dlrao Equation .

We f i r s t  o u t l i n e  the  answers given to quest ion  ( a ) .  

These f a l l  rough ly  in to  four groups.

( i )  F i r s t l y  Weyl ( 3 1 ) ,  and then Van d e r  Waerden ( 3 2 )  ^

^ o w e d  t h a t  D ir a c  * s fo u r -c o m p o n e n t  4̂  c o u ld  be  s p l i t  i n t o  

two tw o-com ponent  h a l f - v e c t o r s  o r  s p i n o r s ,  w h ich  t r a n s 

formed under  r o t a t i o n s  o f  t h e  c o - o r d i n a t e  a x e s  j u s t  l i k e  

a v e c t o r  i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  p l a n e .  S i m i l a r l y  t h e  

^ l i t  i n t o  two 2 x 2  m a t r i c e s  whose form c o u ld  be o b t a i n e d

b y  c o n s i d e r i n g  t h e  r e l a t i o n  o f  t h e  t w o ,  t h r e e  and f o u r 

d i m e n s i o n a l  r o t a t i o n  g r o u p s .  Van d e r  Waerden d e v e lo p e d  

t h i s  s p i n o r  a n a l y s i s  i n t o  a s y s t e m a t i c  m a t h e m a t ic a l  th e o r y ,  

w hich  i n  t h e  h a n d s  o f  U h le n b ec k  and l a p o r t e  (31  ) ,  D ir a c  

( 3 6 ) ,  P a u l i  ( 4 0 )  and o t h e r s  h a s  l e d  to  many a d v a n c e s  in  

t h e o r e t i c a l  p h y s i c s ,  w h i l e  on t h e  m a t h e m a t i c a l  s i d e  a l s o  

i t  h a s  l e d  to d i s c o v e r i e s  th r o u g h  Carton ( 3 8 ) ,  Weyl ( 3 9 ) ,  

Murnaghan ( 3 8 ) ,  and. ma ny o t h e r s .

There i s  l i t t l e  doubt  t h a t  t h e  s p i h o r  a n a l y s i s  g i v e s

a g r e a te r  in s ig h t  in to  the s tr u c tu r e  o f  the Dirac equation
a

than  a n y  o t h e r  i n t e r p r e t a t i o n ,  but  i t s  n o t a t i o n  i s  r a t h e r

a  In s p i n o r  c a l c u l u s  D i r a c ’ s e q u a t i o n  i s  w r i t t e n  (Van d e r  
Waerden 3 2 ,  p .  )

The 0%  ̂ (E' a r e  t h e  P a u l i  2 x 2  s p in  m a t r i c e s  ( w i t h  
) ,  and t h e  i n d i c e s  'U and A r e f e r  to t h e  e le m e n t  o f  

(T u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  and a c t  on t h e  c o r r e s p o n d i n g  in d e x  
i n  47 or 4  , w h ic h  a r e  two tw o-com ponent  s p i n o r s .  The 
d o t  o v e r  t h e  d i s t i n g u i s h e s  t h e  b e h a v i o u r  o f  c o -  and 
c o n t r a - v a r i a n t  v e c t o r s  under t w o - d i m e n s i o n a l  r o t a t i o n s .
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c o m p l i c a t e d ,  and a s  we s h a l l  have  no need f o r  u s i n g  s p i n o r s  

e x p l i c i t l y  in  t h i s  t h e s i s ,  we w i l l  not  s t o p  t o  d e v e l o p  t h e  

n o t a t i o n  h e r e .

( i i )  D i r a c  o r i g i n a l l y ,  and a l s o  P a u l i  ( 3 6 ) ,  von Neumann ( 28)  

and M o g l i c h  ( 28 )  lo o k e d  on a l l  f o u r  com ponents  o f  ^  a s
I

b e h a v i n g  l i k e  o n e  q u a n t i t y ,  which t r a n s f o r m e d  u n d e r  a c o 

o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n ,

6c ^ ' where a r e  i n d e p e n 

d e n t  o f  , in  th e  manner
 ̂   ^  • '

where i s  some 4 x 4  m a t r i x .  In d ep en d en t  o f  , The

a r e  t r e a t e d  a s  s c a l a r s  u n d e r  the  c o - o r d i n a t e  t r a n s 

f o r m a t i o n ,

' Under such a t r a n s f o r m a t i o n  1 . 4  g o e s  o v e r  i n t o
• I ' Ù <4J —'

y  ̂ 5"  ̂—- . + ^ — o
aoc'ï'

and f o r  r e l a t i v i s t i c  i n v a r i a n c e  t h i s  must be e q u a l  to
<0 —ic q, = oè-><-

We s e e  t h i s  i s  o n l y  t r u e  i f  t h e  m a t r i x  S s a t i s f i e s  

the  e q u a t i o n

_______ . ^ , a

The p r o o f  o f  t h e  r e l a t i v i s t i c  i n v a r i a n c e  o f  1 . 5  

t h e r e f o r e  d e p e n d s  on t h e  p r o o f  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  a 

m a t r i x  S s a t i s f y i n g  2 . 2  Such p r o o f s  h ave  b e e n  g i v e n  

by  D i r a c  (4 7  p . 2 5 8 ) ,  and P a u l i  ( 3 6 ) .  -

The im p o rta n t  p o i n t  i n  t h i s  t r e a t m e n t  i s  t h a t  u n d e r  

t h e  c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  4  ̂ t r a n s f o r m s ,  b u t  t h e

a r e  c o n s i d e r e d  a s  s c a l a r s .
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• A l th o u g h  t h i s  m ethod l a c k s  th e  i n s i g h t  p r o v i d e d  by  

( i ) ,  y e t  i t s  g r e a t e r  s i m p l i c i t y  i n  p r e s e n t a t i o n  h a s  l e d  

t o  i t  b e i n g  u s e d  i n  n e a r l y  a l l  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  D ir a c  

e q u a t i o n  t o  a c t u a l  p r o b l e m s .

( i i i )  S c h r o e d i n g e r  ( 3 2 ) ,  Eargmann ( 3 3 ) ,  and a l s o  P a u l i  

( 3 3 a )  g ave  a n o t h e r  method o f  t r e a t i n g  t h e  i n v a r i a n c e  a t  

1 . 5 ,  A g a in  th e  f o u r  com p onents  o f  4̂  a r e  l o o k e d  on a s  

one q u a n t i t y ,  b u t  now under  a c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  

4  ̂ r e m a in s  f i x e d  w h i l e  v a r i e s  l i k e  an o r d i n a r y  v e c t o r  

( i . e .  j u s t  t h e  o p p o s i t e  t r e a t m e n t  to ( i i ) ) .  The i n v a r 

i a n c e  o f  1 . 5  u n d e r  c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  i s  then  

o b v i o u s .

I f  we make t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  the  Y'^

r  r -  s ' _________ __ 2 3

where S i s  a n y  4 x 4  m a t r i x  vihich i n  g e n e r a l  can be a 

f u n c t i o n  o f  , we s e e  from 1 . 6  t h a t  t h e  ? ^ s a t i s f y  t h e  

same com m utat ion r e l a t i o n s  a s  th e  y  . Such a t r a n s 

f o r m a t io n  i s  c a l l e d  a s i m i l a r i t y  or  S t r a n s f o r m a t i o n ,  

and we l i n k  w i t h  i t  a t r a n s f o r m a t i o n  o f  4  ̂ such t h a t

4/ = S-" «4 » - ..............2 -y

A q u a n t i t y  4̂  which  b e h a v e s  i n  t h i s  way u n der  c o 

o r d i n a t e  and S t r a n s f o r m a t i o n s  i s  c a l l e d  an u n d e r .

As i t  i s  t h e  commutation r e l a t i o n s  which a r e  im p o r ta n t  

and n o t  t h e  p a r t i c u l a r  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s  

s a t i s f y i n g  them , we would e x p e c t  t h a t  any S t r a n s f o r m 

a t i o n  ( w h ic h  l e a v e s  1 . 6  u n a l t e r e d ) ,  would have no e f f e c t
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on t h e  r e s u l t s  d e r i v a b l e  from 1 . 5  - -  o r  i n  o t h e r  w ords

1 . 5  sh ou ld  b e  i n v a r i a n t  f o r  t h e s e  S t r a n s f o r m a t i o n s .

T h i s  i s  put i n  th e  form o f  a new p o s t u l a t e  and i t  i s  

sand t h a t  - any p h y s i c a l  e q u a t i o n  must b e  i n v a r i a n t  u n d e r  

a )  c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  

and b) S t r a n s f o r m a t i o n s .

From 2 .3  and 2 . 4  i t  can be  seen t h a t  a s  l o n g  a s  S 

i s  in d e p e n d e n t  o f  , 1 . 5  i s  c l e a r l y  i n v a r i a n t  u n d e r  S

t r a n s f o r m a t i o n s .  The ca-se where  S i s  some f u n c t i o n  o f  t h e  

i s  more d i f f i c u l t ,  bu t  h e r e  a g a i n  t h e  i n v a r i a n c e  can  

b e  shown. ( S e e  f  ( l O)  where  t h i s  d e m o n s t r a t i o n  i s  g i v e n  i n  

d e t a i l ) .
I

T h is  undor  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  l a c k s  

b o t h  t h e  s i m p l i c i t y  o f  ( i i )  and t h e  i n s i g h t  o f  ( i ) ;  h o w ev e r  

when t h e  i n i t i a l  s t e p s  h ave  been t a k e n  i t  p r o v e s  to  h a v e  

many a d v a n t a g e s ,  e s p e c i a l l y  from t h e  p o i n t  o f  v i e w  . o f  

g e n e r a l i z a t i o n  t o  a r b i t r a r y  c o - o r d i n a t e  ^ s t e r n s ;  we

c l i n l l  c t e l a t e r  i o  t h i s  s e c t è m».

( i v )  E d d in g to n  ( 3 6 ,  4 6 )  h a s , d e v e l o p e d  an e n t i r e l y  new 

c a l c u l u s  -  t h e  w a v e - t e n  so r  c a l c u l u s  -  i n  o r d e r  to  i n t e r p r e t  

t h e  D i r a c  e q u a t i o n .  H i s  s t a r t i n g  p o i n t  i s  n o t ,  a s  i n  t h e  

p r e v i o u s  t r e a t m e n t s ,  t h a t  th e  and the  a r e  new m a th

e m a t i c a l  q u a n t i t i e s  whose t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  we m ust  

d e t e r m i n e ,  b u t  t h a t  t h e y  a r e  j u s t  th e  o r d i n a r y  t e n s o r s  and 

v e c t o r s  o c c u r r i n g  i n  t e n s o r  c a l c u l u s .  I n s t e a d  o f  b u i ld in g -  

up t h e  l a w s  o f  t r a n S b r m a t i o n  o f  such t e n s o r s  from t h e
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p r o p e r t i e s  o f  s p a c i a l  v e c t o r s  h o w ev e r ,  he b e g i n s  w i th  a 

more a b s t r a c t  f r a m e ,  t h e  4  ̂ f r a m e ,  and i t  i s  n o t  u n t i l  

much l a t e r  t h a t  s p a c i a l  v e c t o r s  and t e n s o r s  a r e  l i n k e d  up  

w it h  t h e  schem e.

A c c o r d in g  to h i s  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e  4  ̂ in  1 . 5  i s  a 

w a v e - v e c t o r  4̂  ̂ , w h i l e  - r c a n  b e  w r i t t e n  a s  a

mixed w a v e - t e n  s o r  o p e r a t o r ,  H s a y .  The w h o le  e q u a t i o n  

b e c o m e s  t h e r e f o r e

H • 4̂  ' = o' —   % ' tT

and i t s  i n v a r i a n c e  i s  c l e a r  from o r d i n a r y  t e n s o r  c o n s i d e r 

a t i o n s .

E d d in g to n  h a s  deduced  many r e m a r k a b le  r e s u l t s  from h i s  

i n t e r p r e t a t i o n ,  b u t  a s  a g a i n  we s h a l l  h a v e  l i t t l e  c o n t a c t  

w i t h  h i s  t h e o r y  i n  t h i s  t h e s i s ,  we w i l l  not expand i t  f u r t h e r  

h e r e ,  bu t  w i l l  p a s s  on to th e  c o r r e s p o n d i n g  a n s w e r s  w h ic h  

h a v e  been  g i v e n  to q u e s t i o n  ( b )  a b o v e .

( i )  I n f  e ld  ( 3 2 ,  33)  and Van d e r  Waerden h a v e  d e v e l o p e d  a 

D i r a c  e q u a t i o n  in  t e r m s  o f  two tw o -c o m p o n en t  s p i n o r s  w h ic h  

i s  v a l i d  f o r  a n y  form o f  c o - o r d i n a t e  s y s t e m ,  b u t  t h e i r  

t r e a t m e n t  met w i t h  some d i f f i c u l t i e s  and i t  vms n o t  u n t i l  

Weyl and B r a u e r  ( 3 5 )  ^ o w e d  how s p i n o r s  c o u l d  b e  i n t r o d u c e d  

i n t o  an y  R iem an nian  ^ a c e  t h a t  t h e  t h e o r y  became s a t i s f a c t o r y .  

R e c e n t l y  C arton  ( 3 8 )  h a s  a l s o  g i v e n  a s p i n o r  g e n e r a l i z a t i o n  

to  a n y  c o - o r d i n a t e  s y s t e m .

In a c t u a l  c a l c u l a t i o n s  h o w e v e r ,  t h e  c o m p l i c a t i o n  o f  +'̂ <2: 

f o r m a l i s m  m akes  i t  much s i m p l e r  t o  work w i t h  t h e  o t h e r
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f o r m u l a t i o n s  o f  t h e  e q u a t i o n .

( i i )  In  e x p a n d in g  t h i s  method t h e  d i f f i c u l t y  i s  met t h a t  

t h e  a r e  s c a l a r s  and m u st  t h e r e f o r e  a l w a y s  s a t i s f y  1 . 6 .

In  t h e  g e n e r a l  c a s e  t h i s  i n v o l v e s  i n t e r p r e t i n g  t h e s e

a t  ea ch  p o i n t  i n  sp ace  by  means o f  a l o c a l  c a r t e s i a n  sy s te m  

o f  a x e s  ( o r  " f o u r  l e g s " ) .  A l t h o u g h  t h i s  i s  a lw a y s  a p o s s 

i b l e  p r o c e d u r e ,  y e t  a g a i n  i t  i n v o l v e s  much c o m p l i c a t i o n  and  

i s  n o t  so c o n v e n i e n t  a s  method ( i i i ) .  Fook ( 2 9 )  h a s  

w r i t t e n  p a p e r s  from  t h i s  p o i n t  o f  v i e w .

( i i i )  To g e n e r a l i z e  t h i s  method we n o t e  t h a t  t h e  a r e  

to  t r a n s f o r m  a s  v e c t o r s ,  and so t h e y  w i l l  not a l w a y s  s a t 

i s f y  1 . 6 , n o t  b e i n g  a t e n s o r .  To amend t h i s  we

change  t h e  d e f i n i t i o n -  o f  t h e  Y m a t r i c e s  to

Y ~  y -r y 1- y ']
L  _____  2 ' 6

o r  Yy f  i

where  ^  9  ̂ ^ ^ —— a '*7

t h e  b e i n g  t h e  u s u a l  m a t r i c  t e n s o r  and t h e  s c a l a r

i n t e r v a l  f o r  t h e  g e o m e try  c o n s i d e r e d .  E q u a t i o n s  2 . 6  and 

2 . 7  w ere  f i r s t  g i v e n  b y  T e t r o d e  ( 2 8 )  and a r e  c a l l e d  t h e  

T e tr o d e  r e l a t i o n s .  '

In p r o v i n g  t h e  i n v a r i a n c e  o f  1 . 5  u n d e r  S t r a n s f o r 

m a t i o n s  i t  i s  now fo u n d  ( s e e  § ( l O ) )  t h a t  t h e  e q u a t i o n  must  

be  g e n e r a l i z e d  to

-y ^  . — A -2-') c? •— '— ' 2  * Y

where i s  some 4 x 4  m a t r i x  t r a n s f o r m i n g  l i k e  a v e c t o r
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u n d e r  c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  ( s e e  1 0 . 7  f o r  b e h a v i o u r  

u n d e r  S  t r a n ^ r m a t i o n s ) .

T h i s  A_L i s  z e r o  f o r  a c a r t e s i a n  ^ s t e m ,  so 2 . 8  

r e d u c e s  to  t h e  c u s t o m a r y  D i r a c  e q u a t i o n  1 . 5 ,  b u t  i n  o t h e r  

s y s t e m s  t h e  w h o le  c h a r a c t e r  o f  t h e  e q u a t i o n  d e p e n d s  on t h e  

v a l u e  o f  t h e  . S c h r o e d i n g e r  ( 3 2 )  and Bargmann ( 3 3 )  

showed how t h e  a p p r o p r i a t e  Aq f o r  any  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  

( i . e .  t h e  v a l u e  o f  c o r r e s p o n d i n g  to  a p a r t i c u l a r  ) 

c o u ld  a l w a y s  b e  f o u n d .

( i v )  No g e n e r a l  t r e a t m e n t  h a s  so f a r  b e e n  g i v e n  i n  t e r m s  o f
e

E d d i n g t o n ' s  t h e o r y ,  a l t h o u g h  i t  w o u ld  n o t  be  d i f f i c u l t  t o  

d e v i s e  one on t h e  l i n e s  o f  ( i i )  or  ( i i i )  a b o v e .

I t  i s  s t r a n g e  t h a t  a l t h o u g h  t h e s e  d i f f e r e n t  fo r m s  f o r  

t h e  n e c e s s a r y  e x t e n s i o n s  t o  t h e  D ir a c  e q u a t i o n  h a v e  been  

known s i n c e  a b o u t  1 9 3 0 ,  i t  w as  not  u n t i l  1938  t h a t  any  

a p p l i c a t i o n  o f  them w as  made.  Then S c h r o e d i n g e r  ( 3 8 a )  

g av e  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  h y d rogen  atom b e g i n n i n g  w i t h  t h e  

D i r a c  e q u a t i o n  i n  s p h e r i c a l  p o l a r  c o - o r d i n a t e s ,  and l a t e r  

a p p l i e d  t h e  more g e n e r a l  e q u a t i o n s  to c o s m o l o g i c a l  p r o b le m s .  

( S c h r o e d i n g e r  ( 3 9 ,  4 0 b ) ) ,  a s  d id  a l s o  Taub ( 3 7 )  and 

P o d o l s k i :  and B ranson  ( 4 0 ) .

( 3 )  E q u a t i o n s  f o r  P a r t i c l e s  o f  O ther  S p i n s .

A l t h o u g h  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  s a t i s f a c t o r i l y  e x p l a i n e d  

t h e  p r o p e r t i e  s' o f  t h e  e l e c t r o n , . t h e  e x p e r i m e n t a l  d i s c o v e r y  

o f  t h e  p r o t o n  and n e u t r o n  and t h e  h y p o t h e t i c a l  ' p o s t u l a t i o n
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o f  t h e  n e u t r i n o  l e d  D i r a c  (3  6 ) i n  1936  t o  t r y  and f i n d  

t h e  form f o r  an e q u a t i o n  w h ic h  would  d e s c r i b e  p a r t i c l e s  

o f  a n y  h a l f - i n t e g r a l  or  i n t e g r a l  s p i n .

U s i n g  t h e  s p i n o r  n o t a t i o n ,  and a g a i n  s t a r t i n g  from  

t h e  p o s t u l a t e  t h a t  a l l  co m p o n en ts  o f  th e  w a v e - e q u a t i o n  

must s a t i s f y  1 . 3 ,  he  foun d  a form f o r  such  an e q u a t i o n .  

F i e r z  and P a u l i  ( 3 9 a ,  b & o ) f u r t h e r  e x t e n d e d  h i s  work and 

showed t h a t  not  a l l  t h e  c o m p o n e n ts  o f  t h i s  new D i r a c  

e q u a t i o n  s a t i s f i e d  an e q u a t i o n  o f  t h e  form 1 . 5  ( w i t h  o f  

c o u r s e  g e n e r a l i z e d  m a t r i c e s , ) . The o t h e r  co m p o n e n ts  

s a t i s f i e d  e q u a t i o n  s. w h ic h  had to  be  l o o k e d  on a s  s u b s i d 

i a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e s e  b e i n g  n e v e r t h e l e s s  n e c e s s a r y  to  

p a s s  o v e r  t o  t h e  s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  1 . 3 .  M oreover  

t h e  e q u a t i o n s  c o u ld  not  be d e r i v e d  from a D a g r a n g ia n  

p r i n c i p l e  and t h i s  l e d  t o  i n c o n s i s t e n c i e s  a p p e a r i n g  in  t h e  

e q u a t i o n s  when t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  w as  i n t r o d u c e d  

i n  th e  u s u a l  way. P a u l i  and F i e r z  showed how t h i s  d i f f i 

c u l t y  c o u l d  l o g i c a l l y  be  o v e r c o m e ,  b u t  o n l y  a t  t h e  e x p e n s e  

o f  i n t r o d u c i n g  much c o m p l i c a t i o n  i n t o  t h e  t h e o r y ,  and i t  

w a s  t h i s  f a c t ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  un sym m etr ic  n a t u r e  o f  t h e  

e q u a t i o n s ,  which c a u s e d  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  to  l a p s e .

M ean w hi le  h o w ev e r  Yukawa ( 3 5 ,  3 7 ,  3 8 ) had p o s t u l a t e d  

t h e  e x i s t e n c e  o f  p a r t i c l e s  o f  s p in  0 and 1 i n  o r d e r  t o  

e x p l a i n  t h e  m echan ian  o f  n u c l e a r  f o r c e s ,  and a s  s i m i l a r  

p a r t i c l e s  w ere  l a t e r  e x p e r i m e n t a l l y  found i n  c o sm ic  r a y s ,  

t h e  t h e o r y  o f  such  p a r t i c l e s ,  c a l l e d  m e s o n s ,  became



-  14 -

i n t e n s i v e l y  s t u d i e d .  ( Kemmer ( 3 8 ) ,  F r o h l i c h  ( 3 8 ) ,  

B e t h e  ( 4 0 ) ,  Mo H e r  & H o s e n f e ld  ( 4 0 ) ) .

In 1939 Kemmer ( 3 9 )  showed t h a t  t h e  b e h a v i o u r  o f  

m eso n s  c o u ld  be  d e s c r i b e d  b y  an e q u a t i o n

(3 ' 4 - ^ 4 "  =  o      3  ' I

where t h e  p a r e  m a t r i c e s  s a t i s f y i n g  t h e  com m utat ion  

r e l a t i o n s

f i ' p - -  = ^ - t - ' I

T h i s  e q u a t i o n  shows a s t r i k i n g  r e s e m b l a n c e  to t h e  

D i r a c  e l e c t r o n  e q u a t i o n ,  and Kemmer showed t h a t  i t  e x 

p l a i n e d  a l l  t h e  i n t r i n s i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  meson in  th e  

same way a s  D i r a c ' s  e q u a t i o n  d id  f o r  the  e l e c t r o n .  The 

p o s s i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  ^  m a t r i c e s  a r e  o f  d e g r e e  

1 0 ,  5 or 1 ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  4  ̂ b e i n g  s i n g l e - c o l u m n  

m a t r i c e s  w i t h  lO ,  5 or  1 c o m p o n e n ts ,  and f o r  each  c a s e  i t  

can b e  shown from 3 . 1  and 3 .E  t h a t  e v e r y  component o f  

s a t i s f i e s  a s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  o f  t h e  form 1 . 3 .

F u r t h e r  t h e  e q u a t i o n  can b e  d e r i v e d  from a D a g r a n g ia n  

p r i n c i p l e ,  t h e  energy-momentum t e n s o r  and c u r r e n t  v e c t o r  

fo rm e d ,  and th e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  s i m p l y  i n t r o d u c e d ,  

a l l  a s  i n  t h e  D i r a c  e l e c t r o n  c a s e .

The g r e a t  s u c c e s s  o f  t h i s  Kemmer e q u a t i o n  t o g e t h e r  

w i t h  i t s  s i m i l a r i t y  t o  t h e  D i r a c  e q u a t i o n ,  l e d  t o  f u r t h e r  

a t t e m p t s  b e i n g  made to  f i n d  an e q u a t i o n  d e s c r i b i u g
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p a r t i c l e s  o f  a r b i t r a r y  s p i n .  I n d e p e n d e n t l y  l u b a n s k i  

( 4 2 a )  and Bhabha ( 4 4 ,  4 5 )  showed t h a t  i f  we b a s e  o u r  

e q u a t i o n s ,  n o t  a s  D i r a c  d id  on t h e  p o s t u l a t e  t h a t  t h e  

s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  m ust  be  o f  t h e  form  1 . 3 ,  b u t  on t h e  

p o s t u l a t e  t h a t  t h e  f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n  must  be  o f  a form  

s i m i l a r  to  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  1 . 5 ,  i . e .  o f  form

^  —  . 4- 4  ̂ = o —---------- 3 * 3

th e n  we can b u i l d  up a scheme w h ic h  d o e s  d e s c r i b e  p a r t i c l e s  

o f  a r b i t r a r y  sp in  and y e t  d o e s  not  l e a d  t o  any  o f  t h e  

d i f f i c u l t i e s  w h ic h  b e s e t  D i r a c ' s  e a r l i e r  a t t e m p t .

In e q u a t i o n  3 . 3  x ±s  not  t h e  r e s t - m a s s  o f  t h e  p a r 

t i c l e  , b u t  f o r  t h e  p r e s e n t  j u s t  a c o n s t a n t .  The a r e

sq u a r e  m a t r i c e s  w h ic h  can s a t i s f y  a number o f  com m u tat ion  

r e l a t i o n s ,  g i v e n  i n  d i f f e r e n t  b u t  e q u i v a l e n t  ways by  

D ubansk i  and Bhabha ( s e e   ̂ ( 4 )  f o r  a c t u a l  f o r m s  o f  t h e s e  

r e l a t i o n s ) .  Each p a r t i c u l a r  com m utat ion  r e l a t i o n  l e a d s  

t o  c e r t a i n  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s ,  t h e  a s s o c 

i a t e d  e q u a t i o n s  a l l  r e l a t i n g  to  p a r t i c l e s  o f  a d e f i n i t e  

maximum s p i n .

The D i r a c  and Kemmer .comm utat ion r e l a t i o n s ,  1 . 6  and

3."2, a r e  s p e c i a l  f o r m s  o f  t h e  m a t r i c e s  r e l a t i n g  t o  

p a r t i c l e s  w i t h  maximum s p in  or  1 ; f o r  t h e s e  c a s e s  t h e r e 

f o r e  t h e  c o n s t a n t  x i s  a c t u a l l y  t h e  r e s t - m a s s  o f  t h e  

p a r t i c l e .

As i n  t h e  D i r a c  and Kemmer c a s e s ,  t h e  e q u a t i o n s  can  

35 f o r  m ea n in g  o f  maximum s e e  § ( 4-) p .  2 6 .
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b e  d e r i v e d  from  a D a g ra n g ia n  p r i n c i p l e ,  and t h e  e n e r g y -  

momentum t e n s o r ,  c u r r e n t  v e c t o r ,  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  

e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  e t c . ,  f o l l o w  i n  t h e  u s u a l  way w i t h  

• no d i f f i c u l t i e s .

The s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  o b t a i n a b l e  from 3 . 3  now 

b e c o m es  h o w ev e r ,  ( s e e   ̂ ( W p .  2 Y )

 ̂ K ~  D-xi V —0 )̂ — --------  ^4  — 3

i f  ^  i s  i n t e g r a l  ( ____

o r  — — — -  Ï 9iz‘' ] j; -  ^

i f  > i s  h a l f - i n t e g r a l .

H ere  A i s  t h e  maximum s p i n  o f  t h e  p a r t i c l e  c o n s i d e r e d ,  

and from 3 . 4  we s e e  t h a t  e q u a t i o n  3 . 3  d e s c r i b e s  a p a r t i c l e  

w h ich  h a s  a s  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  t h e  r e s t - m a s s

-  ^ -  4. . ---------- t  ^  i f X i s  i n t e g r a l

or  ± x ^  , t  ^  , -  -  ± ^  i f  X i s  h a l f - i n t e g r a l

i . e .  f o r  A i n t e g r a l  t h e r e  a r e  z x  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  t h e  

r e s t - m a s s ,  w h i l e  f o r  X h a l f - i n t e g r a l  t h e r e  a r e  3. A 4- & 

p o s s i b l e  v a l u e s .

The n e g a t i v e  v a l u e s  o f  t h e  r e s t - m a s s  w ere  f i r s t  

e n c o u n t e r e d  i n  t h e  D i r a c  e q u a t i o n ,  where  t h e y  were  i n t e r 

p r e t e d  ‘{ D i r a c  ( 4 7 ,  p . 2 7 £ ) )  a s  r e l a t i n g  t o  t h e  p o s i t r o n .

In  a s i m i l a r  way t h e  n e g a t i v e  v a l u e s  in  3 . 5  a r e  t a k e n  a s

r e f e r r i n g  to  t h e  " a n t i - p a r t i c l e "  o f  t h e  more s t a b l e  one  

w i t h  p o s i t i v e  r e s t - m a s s .  A l l  t h e  d i f f i c u l t i e s  w i t h
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r e g a r d  t o  t h e  t h e o r y  o f  h o l e s  and t h e  r e s u l t a n t  i n f i n i t i e s  

a r e  t h e r e f o r e  i n h e r i t e d  i n  t h i s  more g e n e r a l  t h e o r y  from  

t h e  D i r a o  c a s e .

Ife s e e  a l s o  t h a t  i t  i s  o n l y  f o r  s p i n  ^  and 1 ( i . e . f o r  

t h e  D i r a c  and Kemmer c a s e s ) ,  t h a t  3 . 3 .  d e s c r i b e s  a p a r t i c l e  

w h ic h  h a s  a u n iq u e  ( a p a r t  from s i g n )  v a l u e  o f  i t s  r e s t - m a s s .  

A l l  p a r t i c l e s  ^^ith s p in  g r e a t e r  th a n  one must be  c a p a b l e  

o f  e x i s t i n g  i n  more than one s t a t e  ^of r e s t  - m a s s ,  and c o n 

c e i v a b l y  i f  such p a r t i c l e s  do e x i s t ,  t r a n s i t i o n s  b e tw e e n  

t h e s e  s t a t e s  o f  r e s t - m a s s  sh o u ld  be p o s s i b l e .

R e c e n t l y  H a r ish -C h a n d r a  ( ) h a s  i n v e s t i g a t e d  a

problem  w h ic h  i n  a s e n s e  i s  t h e  i n v e r s e  o f  t h a t  s o l v e d  b y  

Duban s k i  and Bhabha. He d o e s  not  s p e c i f y  an y  com m u tat ion  

r e l a t i o n s  f o r  t h e  oi m a t r i c e s ,  b u t  c o n s i d e r s  t h e  q u e s t i o n ,  

" I f  a p a r t i c l e  e q u a t i o n  m ust  s a t i s f y  b o t h  t h e  D i r a c  and 

t h e  Bhabha p o s t u l a t e s ,  t h e n  what p o s s i b l e  com m utat ion  r e 

l a t i o n s  can t h e  o<; m a t r i c e s  s a t i s f y ? "  

i . e .  t h e  e q u a t i o n s  must  be  o f  t h e  form

T ie -  ^ -  Bhabha p o s t u l a t e

and l e a d  t o  t h e  s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n

C ^  -  Dirac p o s t u l a t e

where K here th e  r e s t - m a s s  o f  the p a r t i c l e .

H a r i s h - C h a n d r a ' s  r e s u l t s  a r e  not q u i t e  d e f i n i t e ,  b u t  

e x c e p t  i n  r a t h e r  a r t i f i c i a l  c a s e s  t h e y  seem to  v e r i f y  t h e  

r e s u l t  found a b o v e  from t h e  Bhabha t r e a t m e n t ,  t h a t  t h e
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o n l y  p o s s i b l e  com m utat ion  r e l a t i o n s  f o r  th e  a r e  t h e

D i r a c  and t h e  Keianer o n e s .

I f  i t  was c o n s i d e r e d  n e c e s s a r y  t h a t  a p a r t i c l e  e q u a t i o n  

d i o u l d  s a t i s f y  b o t h  t h e  c o n d i t i o n s  3 . 6 ,  th e n  H a r i s h - C h a n d r a ' s  

r e s u l t  would p o i n t  to  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  p a r t i c l e s  o f  s p in  

g r e a t e r  than  one c a n n o t  e x i s t  i n  n a t u r e .  There  seem s no 

t h e o r e t i c a l  r e a s o n  why t h i s  sh o u ld  be  so h o w e v e r ,  and u n t i l  

such a r e a s o n  i s  f o r t h c o m i n g  i t  seem s b e t t e r  t o  i n t e r p r e t  

H a r i s h - C h a n d r a ' s r e s u l t  a s  m ean ing  t h a t  a l l  p a r t i c l e s  w i t h  

s p i n  g r e a t e r  than one m ust  h a v e  s e v e r a l  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  

t h e i r  r e s t - m a s s .

So f a r  no work h a s  been  done on t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  

t h e s e  e q u a t i o n s  t o  a r b i t r a r y  c o - o r d i n a t e  s y s t e m s ,  a l t h o u g h  

t r e a t m e n t s  f o r  t h e  Kemmer e q u a t i o n  have  b een  g i v e n  b y  

L u b a n sk i  and Bo sen  f  e ld  ( 4 2 b ) ,  u s i n g  t h e  " f o u r - l e g "  p r o c e d u r e ,  

and by  F u c h s  ( 4 0 ) ,  u s i n g  t h e  s p i n o r  c a l c u l u s  a s  d e v e l o p e d  

b y  C artan  ( 3 8 ) .

. F i n a l l y  one m ig h t  a s k  " I s  t h e r e  a n y  e x p e r i m e n t a l  e v i -
I

d e n c e  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  p a r t i c l e s  w i t h  s p i n  g r e a t e r  t h a n  

one?"
/

A l t h o u g h  Bhabha h a s  g i v e n  some e v i d e n c e  i n  su p p o rt  o f

t h e  i d e a  t h a t  t h e  p r o t o n  sh o u ld  be  d e s c r i b e d  by  t h e  e q u a t i o n

f o r  a p a r t i c l e  o f  s p in  ^  ( s e e  f  ( 4.) p.  ) ,  and P a u l i
2

h a s  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  can be  d e s c r i b e d
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b y  a p a r t i c l e  o f  z e r o  r e s t - m a s s  and s p in  2 , y e t  a t  t h e  

p r e s e n t  t i m e  t h e  a n s w e r  t o  t h e  q u e s t i o n  must  be i n  th e
3€

n e g a t i v e .

With t h e  modern e x t r e m e l y  h i g h  s o u r c e s  o f  e n e r g y  how

e v e r  t h e r e  i s  q u i t e  a p o s s i b i l i t y  t h a t  such p a r t i c l e s  may 

soon be  d i s c o v e r e d ,  and i n  t h a t  c a s e  t h e  t h e o r y  o f  t h e s e  

e q u a t i o n s  o f  a r b i t r a r y  ^ i n ,  w h ic h  a t  t h e  - p r e s e n t  i s  o n l y  

o f  a c a d e m ic  i n t e r e s t ,  may become o f  g r e g t  i m p o r t a n c e .

We began t h i s  c h a p t e r  w i t h  t h e  s t a t e m e n t ,  "a p a r t i c l e  

e q u a t i o n  i s  an e q u a t i o n  p r e d i c t i n g  t h e  b e h a v i o u r  and d e s 

c r i b i n g  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  f u n d a m e n ta l  p a r t i c l e s  w i t h i n  

t h e  framework o f  r e l a t i v i t y  and quantum t h e o r y " .  A f t e r  

t h e  p r e c e d i n g  d i s c u s s i o n  on th e  d e v e l o p m e n t s  o f  t h e s e  

e q u a t i o n s  i t  i s  more s a t i s f a c t o r y  t o  p u t  t h e  s t a t e m e n t  in  

i t s  i n v e r s e  form .

A fu n d a m e n ta l  p a r t i c l e  i s  one d e s c r i b e d  b y  an i r r e d u c 

i b l e  p a r t i c l e  e q u a t i o n .  ( i . e .  an e q u a t i o n  which  c a n n o t  be  

s p l i t  in  a r e l a t i v i s t i c a l l y  i n v a r i a n t  way i n t o  a number o f  

s i m p l e r  e q u a t i o n s ) .

T h i s  i s  t h e  m ean ing  we w i l l  a t t a c h  to  " fu n d a m e n ta l  

p a r t i c l e "  in  t h e  r e m a in d e r  o f  t h i s  t h e s i s .
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0HAPT3R 2 

The Bhabha M a t r i c e s

In t h e .  f i r s t  p a r t  o f  t h i s  c h a p t e r  we g i v e  t h e  main  

r e s u l t s  from Bhabha ' s f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  e q u a t i o n s .  

A f u l l e r  a c c o u n t  c o n t a i n i n g  d e t a i l s  o f  any  p r o o f s  o m i t t e d  

h e r e  w i l l  be found i n  Bhabha ( 4 5 a ) .

. The second p a r t  d e a l s  w i t h  t h e  "pentad"  p r ob lem  f o r  

t h e  Bhabha m a t r i c e s .  I t  h a s  been  known s i n c e  1928  t h a t  

i t  w as  p o s s i b l e  to  form  a f i f t h  m a t r i x  from t h e  f o u r  D i r a c  

m a t r i c e s  " w h i c h  s a t i s f i e d  t h e  same com m utat ion  r e 

l a t i o n s ,  and i t  i s  t h i s  r e s u l t  w h ich  i s  t h e  b a s i s  o f  

E d d i n g t o n ' s  t h e o r y  o f  E-num bers .  S c h r o e d i n g e r  ( 4 3 )  i n  

1943  w as  t h e  f i r s t  to  show t h a t  a s i m i l a r  r e s u l t  h e l d  f o r  

t h e  10 X 10 r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  Kemmer m a t r i c e s ,  b u t  n o t  

f o r  t h e  5 x 5  r e p r e s e n t a t i o n ,  and d i f f e r e n t  p r o o f s  o f  t h i s  

were  g i v e n  b y  Kemmer ( 4 3 )  and H a r ish -C h a n d r a  (^"?^). These  

p r o o f s  a l l  depend d i r e c t l y  on t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s  

f o r  the  f l y h o w e v e r ,  and no g e n e r a l  method h a s  been  g i v e n  

a s  t o  how one can t e l l  i n  any p a r t i c u l a r  c a s e  w h e t h e r  a 

p e n t a d  i s  p o s s i b l e .  ^ e  g i v e  su ch  a method f o r  any  o f  t h e  

Bhabha m a t r i c e s  h e r e .

The p r o o f  o f  t h i s  method d e p e n d s  on some p r o p e r t i e s

H S c h r o e d i n g e r ' s  p r o o f  r e a l l y  d e p e n d s  on t h e  form o f  t h e  
r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  /3 m a t r i c e s ,  and n o t  d i r e c t l y  on 
t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s .
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o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  o r t h o g o n a l  g r o u p .  A l l  

r e s u l t s  s t a t e d  h e r e ,  t o g e t h e r  w i t h  f u r t h e r  d e t a i l s  and 

m i s s i n g  p r o o f s  w i l l  be  found i n  Murnaghan (3 8  -  c h a p t e r s  

9 & 1 0 ) .  We h a v e  f u r t h e r m o r e  found i t  no more d i f f i c u l t  

t o  t r e a t  th e  more g e n e r a l  p r o b l e m s : -  

" I f  Qix— a r e  t h e  Bhabha m a t r i c e s  in  a sp a c e  o f  

d i m e n s i o n s ,  f o r  what i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  th e  

i s  i t  p o s s i b l e  t o  f i n d  an m a t r i x  s a t i s f y i n g  t h e

same com m utat ion  r e l a t i o n s  a s

( 4 )  P r o - p e r t i e s  o f  t h e  Bhabha m a t r i c e s .

D e f i n i t i o n s

Any f u n d a m e n t a l  p a r t i c l e  i s  d e s c r i b e d  b y  an e q u a t i o n  

o f  t h e  form

where ^  r u n s  1 - 4 ,  t h e  i c  a r e  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s ,  K 

i s  some c o n s t a n t  y e t  to  be  i n t e r p r e t e d ,  4  ̂ i s  a s i n g l e 

column m a t r i x  i n  w h ich  t h e  number o f  co m p o n e n ts  d ep e n d s  on 

t h e  d e g r e e  o f  t h e   ̂ and t h e  «?-^àre i r r e d u c i b l e  m a t r i c e s
K

s a t i s f y i n g  t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s .

3Ç In L u b a n s k i ’ s f o r m u l a t i o n  t h e  a r e  b u i l t  up from t h e
D i r a c  Y,  in  t h e  way ^ ^  ^  ^

where  -= i  i

--------

Here t h e  I s  r e p r e s e n t  t h e  u n i t  m a t r i x ,  and N i s  an i n t e g e r ,  
e . g .  i\i= I ce- zry- and g e t  D i r a c  c a s e

c o n t .  on 
p . 22.
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L  =  « e -  I: I -
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where t  ^ >1.^ V _______

E q u i v a l e n t  form s o f  4 . 2  a r e  c l e a r l y

[ L . C , Z 7 ^ ]  -  7 ^

 ̂ L_ ,  ̂  ̂-.c -̂  <̂  -  ̂~ % -C-<w ^

S q u a t i o n  4 / 2  i s  s a t i s f i e d  b y  ^  w h ere  a r e  t h e

D i r a c  m a t r i c e s  and a l s o  b y  t h e  Kemmer Ç> ,  .

From 4 . 3  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  I  s a t i s f y  t h e  

com m utat ion  r e l a t i o n s

I4 ' ^

E q u a t i o n  4 . 4  i s  ( P a u l i  3 3 b ,  p . l 8 0 )  j u s t  t h e  commuta

t i o n  r e l a t i o n  o f  t h e  i n f i n i t e s i m a l  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  

r e s t r i c t e d  o r t h o g o n a l  group  i n  f o u r  d i m e n s i o n s  ( i . e .  t h e  

group o f  a l l  r o t a t i o n s  w i t h o u t  r e f l e c t i o n s ) .  . T h e r e f o r e  

any  s i x  m a t r i c e s  s a t i s f y i n g  4 . 4  can be  u s e d  t o  b u i l d  a 

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e s t r i c t e d  o r t h o g o n a l  group;  o r  

c o n v e r s e l y ,  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  r e s t r i c t e d  o r t h o 

g o n a l  group g i v e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s  s a t i s 

f y i n g  4 . 4

We now i n t r o d u c e  a f u r t h e r  s u f f i x  0 ,  and pu t

c o n t i n u a t i o n  o f  n o t e  from  p . 2 1 .
M -  X  ̂ ^ 5   ̂ and t h i s  i s  an a l t e r 

n a t i v e  form f o r  t h e  p ,  (Kemmer ( 3 9 ) ) .
One can show t h a t  t h e  L u b a n sk i  , do s a t i s f y  4 . 2  

a b o v e ,  and so t h e  t h e o r i e s  a r e  i d e n t i c a l ,  a s  can a l s o  be  
s e e n  b y  com p a r in g  t h e  s u b s e q u e n t  d e v e l o p m e n t s  i n  t h e  p a p e r s  
c i t  e d .
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I t  i s  th e n  found t h a t  4 . 2  and 4 . 4  can be combined  

i n t o  t h e  one r e l a t i o n

where J ,Z  now run 0 - 4 .

, ' ’T h e se  a r e  now t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s  o f  t h e

i n f i n i t e s i m a l  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  r e s t r i c t e d  o r t h o 

g o n a l  group  in  f i v e  d i m e n s i o n s ,  and i n  t h e  same way a s  

a b o v e  we see  t h a t  t h e  p o s s i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  

m a t r i c e s  I  (and t h u s  o f  t h e  oi'  ̂ ) a r e  g i v e n  b y  t h e
I

w e l l -k n o w n  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  r e s t r i c t e d  f i v e - d i m e n 

s i o n a l  o r t h o g o n a l  g r o u p .

R e p r é s e n t a t i o n s  o f  t h e  R e s t r i c t e d  O rth o g o n a l  Group i n

F i v e  D i m e n s i o n s .

^e w i l l  d e n o t e  t h e  r e s t r i c t e d  group  i n  f i v e  d im en

s i o n s  b y  (Rg; Any i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  % ^ i s

l a b e l l e d  by  two numbers A i , w i t h

^  I X O ' W- ' 7
The X 1*^X2 a r e  b o t h  i n t e g e r s  ( i n c l u d i n g  6 ) ,  o r  h a l f 

i n t e g e r s  ( e x c l u d i n g  O ).  Such an i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t 

a t i o n  i s  d e n o t e d  by i  , X%̂  and i t s  d e g r e e  w r i t t e n ^

iT 1 .

The c o r r e s p o n d i n g  q u a n t i t i e s  i n  f o u r  d i m e n s i o n s  can 

b e  s i m i l a r l y  d e n o t e d  e . g .  ^

The e x p l i c i t  f o r m u la e  f o r  ^  5- i n  t e r m s  o f

> I ^  hx  a r e
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-% c -Xiu+l)CX •̂'Sr

^  ̂ Xi, X%  ̂ — (̂ X L X % 4- I —------- - i-*. • <=j

U s i n g  4 . 7 t h e  f o l l o w i n g  t a b l e  o f  p o s s i b l e  i r r e d u c i b l e

r e p r e s e n t a t i o n s can then be drawn up .

A . A z {PC tT 1 X » 7 A 2, ^ ct L+

0 0 1 1

i i 4 2

l ' 0 , 5 6

1 1 10 3

3
2
3
E

; 2

i ■ 16 - 6

3
, 2 

0

20 ■ 

14 14 ■

2 1 35 8

’ 2 2 . . : 35 5

and so o n . - /

The c o r r e s p o n d s  to  t h e  D ir a c  c a s e ,  w h i l e

K I? *  ̂ and a r e  t h e  Kerpjner c a s e s .

I t  can  f u r t h e r  be  shown t h a t  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  g i v e n  

b y  4 . 7 ,  4 . 8  and 4 . 9  a r e  t h e  o n l y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e d a t i o n s  

o f  th e  r e s t r i c t e d  g r ou p  i n  f o u r  o r  f i v e  d i m e n s i o n s .  /

A l s o  t h e  f o u r  m a t r i c e s  c o r r e s p o n d i n g  th r o u g h

4 . 5  t o  any i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  tT o f  d e g r e e  

g e n e r a t e  a c o m p le t e  s e t  o f  m a t r i c e s  ( i . e .  any  m a t r i x

o f  d e g r e e  can be e x p r e s s e d  a s  a l i n e a r  sum o f  t h e s e  cC 

m a t r i c e s ) .
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e . g .  i n  t h e  D i r a c  c a s e ,  , t h e  c o m p l e t e  s e t

c o n s i s t s  o f  = I é> m a t r i c e s ,  a w e l l - k n o w n  r e s u l t .  

Commutation R e l a t i o n s .

A l t h o u g h  a l l  t h e  m a t r i c e s  w i t h  d e g r e e s  g i v e n  b y  4 . 8  

o r  4 . 9  s a t i s f y  t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s  4 . 2 ,  y e t  t h e  

v a r i o u s  r e p r e s e n t a t i o n s  a l s o  o b e y  more s p e c i f i c  com m utat ion  

r e l a t i o n s .  T h ese  a r e  d e t e r m in e d  from t h e  f a c t  t h a t  A  ̂ , 

d e n o t e s  t h e  maximum e r g e n - v a l u e  o f  t h e  m a t r i c e s  i n  t h e  

r e p r e s e n t a t i o n  T h e r e f o r e  i f  Z d e n o t e s  any

o f  t h e  t e n  m a t r i c e s  I  from 4 . 6 ,  t h e n  Z { m u l t i p l i e d
1

so m e t im e s  b y  l )  s a t i s f i e s  an e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e

 ̂ ------ X ^ ' - o  i f  i n t e g r a l  '

or  \ x'*’ - x AM - -  1 i f  A, i s  h a l f 
i n t e g r a l .

The s p e c i f i c  r e l a t i o n s  f o r  any  A & can t h e n  be found  

by  c o m b in in g  4 .11'  w i t h  4 . 2

e . g .  in  t h e  D i r a c  c a s e  A i -  4  ̂ , and 4 . 1 1  g i v e s  j u s t

= .  . '

Now t a k i n g  c a s e  where  X -  , t h i s  g i v e s

 ̂  ̂ %    C<X)

aad from 4 . 2  we know

In (b )  l e t  -i — -y ip and u s e  ( a ) .  We g e t

-  and m u l t i p l y i n g  on l e f t '

b y  and a g a i n  u s i n g  ( a )  we dedu ce
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( a )  and ( c )  a r e  t h e n  t h e  oonnnutation r e l a t i o n s  o f  ^2.
, T h i s  method can b e  u s e d  a l s o  to  d e d u c e  Kemmer' s

1

com m utat ion r e l a t i o n s  ( At -  i ) ,  and R oc  ( 42 )  h a s  a p p l i e d  

i t  t o  f i n d  t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s  f o r  Ai = \  4- -  z ,

From 4 . 1 1  i t  can b e  seen  t h a t  a l l  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  

w i t h  t h e  same A, o b e y  t h e  same com m u tat ion  r e l a t i o n s .

Sp in

The q u e s t i o n  o f  t h e  s p i n  o f  a p a r t i c l e  d e s c r i b e d  b y  

an e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e  4 . 1  i s  l i n k e d  up w i t h  t h e  p o s s i b l e  

e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  o p e r a t o r s  I'^'^ . We w i l l  d i s c u s s  

how t h i s  a r i s e s  i n  f  ( 16 ) p <̂ 3 , b u t  f o r  t h e  p r e s e n t  we

w i l l  s a y  an e q u a t i o n  o f  t h e  form  4 . 1  d e s c r i b e s  a p a r t i c l e  

o f  maximum s p in  A , i f  A  i s  t h e  g r e a t e s t  e i g e n - v a l u e  o f  

, i . e .  from t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  i f  A = Ai . F u r t h e r  

we se e  t h a t  a l l  r e p r e s e n t a t i o n s  r e f e r r i n g  t o  a p a r t i c l e  o f  

maximum s p i n  A w i l l  s a t i s f y  t h e  same com m u tat ion  r e l a t i o n s .

Bhabha ( 4 5 )  d i s c u s s e s  t h e  q u e s t i o n  o f  w h e t h e r  t h i s  

d e f i n i t i o n  o f  s p i n  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  one u s u a l l y  h e l d .

He s a y s  t h a t  u n d e r  d i f f e r e n t  c i r c u m s t a n c e s  a p a r t i c l e  can 

e x h i b i t  d i f f e r e n t  âim c h a r a c t e r i s t i c s .  In t h e  r e l a t i v i s t i c  

r e g i o n  t h e  s p in  o f  a p a r t i c l e  w i t h  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  (K 

i s  a c t u a l l y  X ,  , but  i n  t h e  n o n - r e l a t i v i s t i c  l i m i t  i t  

. t e n d s  t o  X 1 . F or  e x a m p le ,  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  h o \

r e f e r s  t o  what i s  u s u a l l y  term ed  th e  s c a l a r  meson -sa#
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o o n s i d e r e d  t o  have  z e r o  s p i n ,  b u t  a t  h i g h  e n e r g i e s  i t  h a s  

t h e  m a g n e t i c  moment o f  a p a r t i c l e  o f  s p in  o n e .  On th e '  

o t h e r  hand th e  v e c t o r  meson I ' l  '1 a l w a y s  shows s p i n  

o n e .  For  a p a r t i c l e  t o  a l w a y s  e x h i b i t  some d e f i n i t e  

s p in  i t  must  t h e r e f o r e  h a v e  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  X, A)

t h a t  i s  X . -  A %

From t h e  t a b l e  4 . 1 0 ,  we se e  t h e r e  a r e  two p o s s i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  a p a r t i c l e  o f  maximum s p in  ^  , and  

t h r e e  f o r  a p a r t i c l e  o f  maximum s p i n  2 .  G e n e r a l l y ,  f o r  a 

p a r t i c l e  o f  maximum s p i n  A , t h e r e  a r e

> ,4-1 p o s s i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  i f  A i s  i n t e g r a l
(

or  p o s s i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  i f  A  i s  h a l f - i n t e g r a l .

We a r e  now i n  a p o s i t i o n  t o  a m p l i f y  a l i t t l e  t h e

ansifoer g i v e n  to t h e  q u e s t i o n  i n  § ( 3 ) ,  p .  .
■ %

The l i s t  o f  p a r t i c l e s  c o n s i d e r e d  a s  fu n d a m e n t a l  a t  

t h e  p r e s e n t  t i m e  a r e  t h e  e l e c t r o n ,  p r o t o n ,  n e u t r o n  and 

m eson .  The r e p r e s e n t a t i o n s  r e l a t i n g  to  t h e  meson a r e  a s  

m e n t io n e d  a b o v e ,  4- . T h e , e l e c t r o n ,

p r o t o n  and n e u t r o n  a r e  u s u a l l y  c o n s i d e r e d  a s  a l l  b e i n g  

d e s c r i b e d  by e q u a t i o n s  o f  t h e  D i r a c  t y p e , i . e .  w i t h  

r e p r e s e n t a t i o n s  0% f  1A , . There seems no r e a s o n  t o  dou bt

t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h i s  f o r  t h e  e l e c t r o n ,  b u t  t h e  p r o p e r 

t i e s  o f  t h e  n e u t r o n  and proton'  a r e  no t  n e a r l y  so w e l l

3E t h e  ph o ton  can be  b r o u g h t  i n t o  t h e  a b o v e  l i s t  a s  a 
c a s e  o f  t h e  v e c t o r  me s e n , (R  ̂ w i t h  z e r o  r e s t  - m a s s .
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e x p l a i n e d  b y  t h e  D i r a c  e q u a t i o n ,  and Bhabha s u g g e s t s  t h a t

f o r  t h e  p r o t o n  t h e  e q u a t i o n  may b e  t h a t  r e l a t e d  t o  t h e

r e p r e s e n t a t i o n  . W  • , T h i s  p a r t i c l e  would s t i l l

b e h a v e  l i k e  a p a r t i c l e  o f  s p in  ^  in  t h e  n o n - r e l a t i v i s t i c

a p p r o x i m a t i o n ,  b u t  f o r  h i g h  e n e r g i e s  ( e . g .  i n  t h e  v a l u e  o f

t h e  m a g n e t i c  moment) i t  would b e h a v e  a s  a p a r t i c l e  o f  s p i n

2. . E v i d e n c e  i s  no t  c o n c l u s i v e  enough y e t  to  d e c i d e
2
t h e  q u e s t i o n  ( s e e  how ever  p .  % 9 ) .

The same p o s s i b i l i t y  e x i s t s  f o r  t h e  n e u t r o n ,  b u t  o t h e r  

s u g g e s t i o n s  h a v e  b e e n  made b y  Temple ( 3 4 )  and E d d in g to n  ( 4 7 )  

i n  w h ich  t h e  n e u t r o n  i s  no t  l o o k e d  on a s  a fu n d a m e n t a l  

p a r t i c l e  a t  a l l ,  b u t  i s  a c o m b in a t io n  o f  a p r o t o n  and an 

e l e c t r o n ,  i t s  e q u a t i o n  b e i n g  t h e  l i m i t i n g  one o f  t h e
I

hyd rogen  atom ( i . e .  w i t h  t h e  a z i m u t h a l  quantum number 

j = 0 ) .  A g a in  h o w ev er  e v i d e n c e  i s  i n c o n c l u s i v e .  

S e c o n d -O r d e r  E q u a t i o n .

L e t  u s  d e n o t e  t h e  o p e r a t o r  b y  P.

As we saw i n  e q u a t i o n  4 . 1 1 ,  t h e  m a t r i c e s  s a t i s f y  a 

c e r t a i n  a l g e b r a i c  e q u a t i o n ,  and t h e r e f o r e  P must a l s o  

s a t i s f y  an e q u a t i o n  o f  the  same d e g r e e  i n  w h ic h  t h e  

o c c u r  a s  c o e f f i c i e n t s .  F u r t h e r ,  r e l a t i v i s t i c  i n v a r i a n c e  

r e q u i r e s  t h a t  t h e  ^ o u l d  o c c u r  o n l y  i n  t h e  c o m b i n a t i o n

-4^^- -  o , /  ( f r o m  1 . 3 ) ,  I f  we now c o n 

s i d e r  a sy s te m  w i t h  t h e  p a r t i c l e  a t  r e s t  we have  = 0

-4^  ̂ ^  , so P r e d u c e s  t o  , and a s  ce^

s a t i s f i e s  4 . 1 1 ,  P must s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n
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O p e r a t i n g  on t h e  w a v e - f u n c t i o n  ^  w i t h  t h i s  e q u a t i o n ,  

and c o n t i n u a l l y  r e p l a c i n g  P by  — X from 4 . 1 ,  we f i n d  

e v e r y  component o f  ^  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n

^ ^  " O A A I  K ^  OiACXv ~ 0    ̂ X \  ^ ^ rîL o  A

‘ i f  Ai  i s  i n t e g r a l

or  I 8"*'- a,L A I \  \ -  a,j.’''CAv~0'*‘] -----   \  ^  -=-a

i f  AI i s  h a l f - i n t e g r a l .

. T h ese  a r e  t h e  e q u a t i o n s  d i s c u s s e d  i n  ' f ( 3 )  p . i 4 .

The e q u a t i o n  w i t h  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  ^ 'j ^

w o u ld , from  4 . 1 2 ,  have  two p o s s i b l e  v a l u e s  f o r  i t s  r e s t -

m a s s ,  e i t h e r  or % K , i . e .  m a ss  M o r  3M. The f i r s t

v a l u e  i s  t h e  o n e  we would e x p e c t  to  f i n d  a t  low e n e r g i e s ,

b u t  f o r  h ig h  e n e r g i e s ,  f o r  exam ple  i n  c o s m i c - r a y s ,  t h e

e x i s t e n c e  o f  p a r t i c l e s  w i t h  m ass  3M should  be  p o s s i b l e .

I f  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  was found i n  such  c a s e s  f o r  a
%

p r o t o n  o f  m a ss  3M, i t  would g i v e  g r e a t  su p p o r t  to  B h a b h a ’ s  

c o n t e n t i o n  o f  t h e  p r o p e r  form f o r  t h e  p r o t o n  e q u a t i o n .

From 4 . 1 2  we s e e  t h a t  t h e  number o f  p o s s i b l e  s t a t e s  o f  

r e s t - m a s s  o f  any  p a r t i c l e  d e p e n d s  a g a i n  o n l y  on • A ,

Summary o f  t h e  Main R e s u l t s .  ' ' _  ^ - 1 3

F or  f u t u r e  r e f e r e n c e  we g i v e  h e r e  a summary o f  t h e  

main r e s u l t s  w h ich  h ave  b e e n  g i v e n  in  t h i s  s e c t i o n  c o n c e r n i n g  

t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  Bhabha m a t r i c e s .

( a )  A l l  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e   ̂ i n  f o u r
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d i m e a s i o n s ' a r e  g i v e n  b y  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

o f  t h e  r e s t r i c t e d  o r t h o g o n a l  g r o u p  in  f i v e  d i m e n s i o n s .

(b )  Each i r r e d i i o i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  i s  l a b e l l e d  b y  two

numbers A . , A x  w i t h  AvAAa.^ o  . • The A 1 A % a r e  b o t h
\

i n t e g e r s  or  b o t h  h a l f - i n t e g e r s .

( c )  The f o u r  oi  ̂ i n  a n y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

d e g r e e  , g e n e r a t e  a c o m p l e t e  s e t  w i t h  e l e m e n t s .

(d )  A l l  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  w i t h  t h e  same 

. v a l u e  o f  A I -  A

( i )  o b e y  t h e  same com m utat ion  r e l a t i o n s ^

( i i )  r e f e r  t o  p a r t i c l e s  w i t h  maximum sp in  A ,

and ( i i i )  r e f e r  t o  p a r t i c l e s  w i t h  z A  or  zx-t-1 p o s s i b l e  

v a l u e s , o f  t h e  r e s t - m a s s ,  a c c o r d i n g  a s  A i s  i n t e g r a l  o r  

h a l f - i n t e g r a l . _______________________________ __________

' ( 5 )  The P e n ta d  P rob lem .

The f o l l o w i n g  t r e a t m e n t  o f  t h e  D i r a c  m a t r i c e s  w i l l

i l l u s t r a t e  t h e  g e n e r a l  m ethod we w i l l  u s e  in  s o l v i n g  t h i s  
/

p r o b le m .  ' \
• /

In  f o u r  d i m e n s i o n s  t h e  D i r a c  m a t r i c e s  a r e

i n t r o d u c e d  b y  t h e  com m utat ion  r e l a t i o n s  ( s e e  1 . 6 )

^-i  ^ i- ïT-ji — Z y  --------- tT" 1

w i t h  -y r u n n in g  1 - 4 .

I t  can be  shown a l g e b r a i c a l l y  from 5 . 1 ,  o r  seen  d i r e c t l y  

from t h e  t a b l e  4 . 1 0  t o g e t h e r  w i t h  4 . 1 3 ,  t h a t
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( a )  t h e ' o n l y ,  i r r e d u o i h l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  

_ i s  o f  d e g r e e  f o u r  

and (b )  . the  m a t r i c e s  g e n e r a t e  a c o m p l e t e  \

s e t  w i t h  16 e l e m e n t s .

We can s i m i l a r l y  i n t r o d u c e  D i r a c  m a t r i c e s  

in  f i v e  d i m e n s i o n s  b y  t h e  r e l a t i o n s

^  ------------

where oi, fh run 1 -  5 .

A g a in  i t  can be p r o v e d  a l g e b r a i c a l l y  (o r  seen  from  

t h e  t a b l e  9 . 2 ) ,  t h a t  t h e  o n l y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

o f  T , -  a r e  two i n e q u i v a l e n t  r e p r e s e n t a t i o n s  o f

d e g r e e  f o u r .  L e t  u s  d e n o t  t h e  m a t r i c e s  b e l o n g i n g  to  one  

o f  t h e s e  'by Ÿ, , 4 .

Now t h e  f i r s t  f o u r  o f  t h e s e ,  ÿ. — a r e  4 x 4

m a t r i c e s ,  and t h e y  c e r t a i n l y  s a t i s f y  5 . 1 .  But from  

5 . 2 ( a )  we know i s  t h e  o n l y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t 

a t i o n  o f  t h e  com m utat ion  r e l a t i o n  5 . 1 ;  t h e r e f o r e  T. -Y ^  

must be e q u i v a l e n t  to  Yi-Yt^  and t h u s  we can put

Yi YI j ^  Tx ) Y 'y Y-̂  ,

From 5 . 2 ( b )  we know Ŷ  -  Y^ and t h e r e f o r e  Y , - Y ^  

g e n e r a t e  a c o m p l e t e  s e t .  That i s  a n y  4 x 4  m a t r i x  can be  

e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  T, -  and t h e i r  p r o d u c t s . ’ But  

Y^ i s  a 4 X 4 m a t r i x ,  and i t  d e f i n i t e l y  o b e y s  t h e  

com m utat ion  r e l a t i o n s  5 . 1 .

T h e r e f o r e  i n  t h i s  c a s e  i t  must be p o s s i b l e  to  f i n d  a 

f i f t h  m a t r i x  from Y ,^ Y ^  , t o  w i t  , s a t i s f y i n g  t h e
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same com m utat ion  r e l a t i o n s ,  or  i n  o t h e r  w ords  i t  must he  

p o s s i b l e  to  form a p e n t a d .

‘In t h e  c a s e  o f  t h e  g e n e r a l  Bhabha m a t r i c e s  i t  can be
3€

seen  t h a t  a n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  abo ve  argument  
/

to  h o l d  i s  t h a t  t h e  d e g r e e  o f  one o f  t h e  i r r e d u c i b l e

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s  i n  f o u r  d i m e n s i o n s  must
'•

e q u a l  t h e  d e g r e e  o f  one o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  

m a t r i c e s  o b e y in g  t h e  same com m utat ion  r e l a t i o n s  in  f i v e  

d i m e n s i o n s .

A s  a n o t h e r  r a t h e r  more c o m p l i c a t e d  example  we can
«

t a k e  t h e  Kemmer /3 m a t r i c e s .

The d e g r e e s  o f  t h e  m a t r i c e s  i n  f o u r  d i m e n s i o n s  a r e  

t h o s e  g i v e n  b y  Kemmer ( 3 9 )  or  se e  t a b l e  4 . 1 0 .

They a r e  1 0 ,  5 and 1 .

In  f i v e  d i m e n s i o n s  t h e  d e g r e e s  have  b een  g i v e n  b y  

L u b a n sk i  and R o s e n f e l d  ( 4 2 b)  -  o r  s e e  t a b l e  9 . 2 .

They a r e  1 5 ,  1 0 ,  6 and 1 .  •

A p art  t h e r e f o r e  from  t h e  t r i v i a l  1 x 1  r e p r e s e n t a t i o n ,  

we can s e e  t h e  o n l y  p o s s i b i l i t y  f o r  a p e n t a d  i s  t h e  1 0 x 1 0  

r e p r e s e n t a t i o n .  T h i s  i s  j u s t  t h e  r e s u l t  o f  S i r o e d i n g e r ,  

Kemmer and H a rish -C han dra . '

X T h i s  c o n d i t i o n  i s  h o w e v e r  not  s u f f i c i e n t  a s  i t  may 
happen t h a t  t h e  f i v e - d i m e n s i o n a l  m a t r i c e s  w i l l  y i e l d  a 
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  m a t r i c e s  w h ich  i s  
r e d x l c i b l e  -  s e e  . f ( 6 )  p . 33:
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From t h e  p r e c e d i n g  i t  can  b e  s e e n  t h a t  t h e  p o s s i b i l i t y  

o f  p e n t a d s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  a k n o w l e d g e  o f  t h e  

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  B h abh a  m a t r i c e s  i n  f i v e  d i m e n s i o n s .  

As t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e s e  m a t r i c e s  i n  f o u r  d i m e n s i o n s  

n e c e s s i t a t e d  a s t u d y  o f  t h e  f i v e - d i m e n s i o n a l  o r t h o g o n a l  

g r o u p ,  we c a n  s e e  t h a t  t h e  s t u d y  o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  i n  

f i v e  d i m e n s i o n s  w i l l  l e a d  to  t h e  s i x  d i m e n s i o n a l  o r t h o 

g o n a l  g r o u p .

In  t h e  n e x t  s e c t i o n  t h e r e f o r e  we s t a t e  some r e s u l t s  

f ro m  M urnaghan ( 3 8 )  r e l a t i n g  t o  t h e  n d i m e n s i o n a l  o r t h o 

g o n a l  g r o u p ,  and l a t e r  a p p l y  th e m  to  t h e  m ore  g e n e r a l  

p r o b l e m  s t a t e d  on p .  , o f  w h i c h  t h e  p e n t a d  p r o b l e m  i s  

a p a r t i c u l a r  c a s e .

( 6 )  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  . t h e  n - d i m e n s i o n a l  O r t h o g o n a l  
G ro u p .

' I n  t h e  f o l l o w i n g  we w i l l  be  d e a l i n g  w i t h  b o t h  t h e  f u l l  

an d  t h e  r e s t r i c t e d  o r t h o g o n a l  g r o u p s .  We w i l l  d e n o t e  t h e  

f u l l  g r o u p  b y  a nd  t h e  r e s t r i c t e d  g r o u p  b y

' Any p o s s i b l e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( o r  ) 

i s  now l a b e l l e d  b y  %  n u m b e r s ,  A i — Aa  w h e r e

z A  e v en  X
(  -----------Z-^ 4- I "V-v odd )

AI > /  Ax. X A ^  CO  6 ' z

e . g .  i f  o r  tr , - A - = z  and  t h e r e  a r e  o n l y  t h e  two

n u m b ers  A i ^ A i  u s e d  i n  § ( 4 ) .

A p o s s i b l e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  i s  d e n o t e d  b y
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and i t s  d e g r e e  b y  I  ̂i , X i ,

S i m i l a r  d e s i g n a t i o n s  h o l d  f o r  .

The e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  f o r  I Ai d i f f e r

a c c o r d i n g  a s  n i s  od.d o r  e v e n .  They a r e

( a )  odd ‘ ..-v-u -  a - A +-1

1 8 1 — A>L \

and (b )  ev en  ^  = % A  - ,

1 c=. ^
^ ^ 4 0 ,  .

z ^ - '  y  - 6 - 4

where "  ..,C< z ‘, ■ À n .  ^

^  -t N I + - ^ - 0  , = Xx -4-vA“ ^J ,  - f  A-C ------  ^

= 5" / -A, = Z
= X , 4-1 , -£-x. -Xa 4- ' 3

x%̂  -  Yrf% C Ni 4-^ ) C X x i - t y  c ^ ,  +z ) CXv- x^ 4. v)
which i s  t h e  f o m ù l a  4 . 8  f o r  <^5- J. Xi x-x ) " ^ee how

e v e r  e q u a t i o n  6 . 6  f o r  p r o o f  t h a t  c^^f^-cKç •

E q u a t i o n s  6 . 3  and 6 . 4  g i v e  t h e  o n l y  i r r e d u c i b l e
' I

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  CK.  ̂ . • * •

I r r e d u c i b l e  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  in d u c e d  b y  .

I t  i s  c l e a r  t h a t  by  l e a v i n g  o u t  r e f l e c t i o n s  any  

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  w i l l  in d u c e  a r e p r e s e n 

t a t i o n  o f  . T h is  r e p r e s e n t a t i o n  may o r  may n o t  be  

r e d u c i b l e ,  t h e  s i t u a t i o n  d i f f e r i n g  a c c o r d i n g  a s  i s  

odd or  e v e n .

À
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-vx. odd R e p r e s e n t a t i o n  i s  i r r e d u c i b l e  and we can .

d e n o t e  t h e  r e d u c t i o n  b y  "

 ̂ AI — X -L  ̂  ̂ AI — A^  ̂ y

t h e  c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n  f o r  d e g r e e s  b e i n g   ̂ L

*1^1 — A ̂   ̂ ^   ̂ A I — A \  ■

even

(1 )  A>L = o R e p r e s e n t a t i o n  i s  a g a i n  i r r e d u c i b l e

( i i )  A ^  o  R e p r e s e n t a t i o n  i s  r e d u c i b l e  and t h e

r e d u c t i o n  i s  g i v e n  by

I A V A-^̂  —̂  I X t — A-c\ V 1 A i — Ajl^ 1
' C — ^ ' 7

and 1 Ai — A ^ \  -  z  1 A% — A.^\ . )
#

%fe s h a l l  c a l l  1 A, - A ^ )  <v X\ - A ^ ^
K " .

t h e  two t w i n  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  in d u c e d

b y  -  t h e y  a r e  b o t h  o f  t h e  same d e g r e e  c^-v.1 X A « - \  .

, A g a in  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  ^  

formed i n  t h i s  way a r e  t h e  o n l y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a 

t i o n s  o f

I r r e d u c i b l e  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  in d u c e d  b y
  J  • C* C "̂»-i-.")

'By k e e p i n g  one o f  t h e  a x e s  i n  f i x e d ,  we o b t a i n  

from i t  a r e p r e s e n t a t i o n  o f  , w h ic h  in  g e n e r a l  i s

r e d u c i b l e .  The s i t u a t i o n  a g a i n  d i f f e r s  i f  n i s  odd or

even

o d d . -  a A  4- 1

xThe u s u a l  t e r m i n o l o g y  i s  t o  c a l l  t h e s e  a d j o i n t  r e p r e s e n 
t a t i o n s .  The word " t w i n ” was f i r s t  u s e d  b y  Kemmer ( 4 3 ) ,  
and s u i t s  our p u r p o s e  b e t t e r .
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A l s o  i s  even and ^  z -A .  T h e r e f o r e  t h e  "-A"
\

f o r  ^  e q u a l s ' t h e  " A ” f o r ^ - i ,  and t h e  r e p r e s e n t a t i o n s
I

i n  and a r e  l a b e l l e d  by t h e  same number o f

numbers.

The f o r m u la  g i v i n g  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

o f  in d u c e d  by i s

S I J  i x i  -------

where ^ ~  "I a r e  o p e r a t o r s  w h ich  r e d u c e  t h e   " ^

c o r r e s p o n d i n g  X jl by  one -  b u t  t h e y  must be  a b l e  to  

o p e r a t e  on a l l  t e r m s  to t h e  r i g h t  o f  them ,  

e . g .  l e t  ^  = Y  , z  and c o n s i d e r  t h e  r e d u c t i o n  o f

r  ‘ 1 3 ,  a V t o  

U s i n g  6 . 8  we h ave

-•) u -  l . r '  C_ « w ' 1 4- n V   ̂ 4- «'J  3

C I + % , 4- - - 1 C  "  ^
6 * 9

—̂  1 3i \ + i t j  R 7  , 1 % 4- y   ̂T , I \  \ 1

i t  b e i n g  i m p o s s i b l e  to  o p e r a t e  w i t h  l i  on t h e  l a r g e  

b r a c k e t  a s  ^ ^  I %, z^ ^

w h ic h  c o n t r a d i c t s  A ' A% .

The c h e c k  b y  d e g r e e s  o f  t h e  ab ov e  r e d u c t i o n  can be  

o b t a i n e d  u s i n g  4 . 8  and 4 . 9  ( t o g e t h e r  w i t h  6 . 6  and 6 . 7 ) ,  

and g i v e s

105 — 24 4- 30  4- 16  -4- 10  4- 16 4 - 9
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The r e d u c t i o n  f o r  a l s o  comes from  6 . 8 ,

u s i n g  in  a d d i t i o n  t h e  r e s u l t s  6 . 6 ,  and 6 . 7 .  As  -w, i s

odd g i v e s  an i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  b u t

i s  even  so t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  \ w i t h

X/L^ o s p l i t  i n t o  th e  two t w in  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

o f  6 . 7 .  —  - 3•  t o

e . g .  i n  c a s e  t r e a t e d  a b o v e  we o b t a i n

4- +- dly: 1 4- ^  (R^hL^aX    6* n
The c h e c k  b y  d e g r e e s  now b e i n g

105 -  12 4- 12 4 - 1 5  4- 15 4 - 1 6  - 4 5 4 - 5 4 - 8 4 - 8 4 9

^  even . = z  A

A l s o  ^ - 1  i s  odd and ^->^-l =z a C - ^ - O  4  i . T h e r e f o r e

t h e  " A "  f o r / w - i  i s  one l e s s  t h a n  t h e  " A "  f o r  and
/

a r e p r e s e n t a t i o n  o f  i s  l a b e l l e d  by o n e  number l e s s

th a n  t h a t  o f  .

The r u l e  h e r e  i s  i n i t i a l l y  to  w r i t e  down t h e  r e d u c t i o n  

o f  (Ry  ̂ X L- a s  g i v e n  b y  6 . 8 .  Then i f  on t h e  r i g h t  

s i d e

Xx^ > 1 put  term  =  o  \

i put  term  -  ^ 1 x, -  X^_,\  \ - C - i X

A A. CO put  term  =  1 x , -  )

Here  £ i s  an o p e r a t o r  w h ic h  e q u a l s  4  1 f o r  an 

e l e m e n t  e v a l u a t e d  i n   _  , and e q u a l s  - 1  f o r  an e l e m e n t
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i n  bu t  no t  in  t.

As an example  we t a k e  t h e  c a s e  t r e a t e d  abo v e  f o r  

dll*' -4  dZ . We g e t  from 6 . 9  u s i n g  6 . 1 2

dll* ' I \  ̂ II1,̂  1 4  1 /l-j 4- ( R- Vt a^ -— ^ 3 . o

The c h e c k  b y  d e g r e e s  i s ,  u s i n g  4 . 9 ,  6 . 7  and t h e
K

f o o t n o t e
24 -  7 4 - 7 4 - 5 4 - 5

The r e d u c t i o n  f o l l o w s  a l s o  from 6 . 1 2 ,

a l t h o u g h  now 1 - 4 - » .  As  n i s  now even and odd,

we s e e  from  6 . 6  and 6 . 7  t h a t  s p l i t s  i n t o  t h e  tw in
I '

r e p r e s e n t a t i o n s  w h i l e  dl.   i s  i r r e d u c i b l e .  -— -

For t h e  c a s e  above  we g e t  from 6 . 1 3  

w' I 3, 2^ 1 3 , 4 -  dlz;

— dl 3   ̂ 3  ̂ 4  3  ̂3 1 4  dl 3  ̂Z \  4  -y, \  ' l \

The c h e c k  b y  d e g r e e s  b e i n g  

24  -  12' 4 -  12 -  7 4- 7 4- 5 + 5

We n o t i c e  f i n a l l y  t h a t  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s

o f  —I { or  in d u c e d  i n  t h i s  way b y  ( o r  R )

a r e  t h e  o n l y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  in d u c e d  by
•  /  '  ■i n   ̂ ^ ^  ’ I y

' Summary o f  t h e  Main R e su l t  s f o r  t h e  Bhabha M a t r i c e s  i n
n D i m e n s i o n s . ^  ~

U s i n g  t h e  r e s u l t s  e s t a b l i s h e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  p a r t

o f  t h i s  s e c t i o n  we now t a b u l a t e  t h e  main p r o p e r t i e s  o f  t h e

Bhabha m a t r i c e s  i n  n d i m e n s i o n s .  T h i s  l i s t  i s  a n a l o g o u s
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t o  t h a t  f o r  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  m a t r i c e s  g i v e n  in  4 . 1 3 ,  

and t h e  r e s u l t s  s t a t e d  h e r e  can b e  a r r i v e d  a t  b y  s i m i l a r  

a r g u m e n ts  to  t h o s e  u s e d  t h e r e .

( a )  A l l  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  5 , i n  n 

d i m e n s i o n s  a r e  g i v e n  b y  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

o f  t h e  r e s t r i c t e d  o r t h o g o n a l  group i n  ( - ^ 4- » ) d i m e n s i o n s .

(b )  Each i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  i s  l a b e l l e d  b y  A  

num bers ,  A i - X a  where

^  -  z  A  i f  n i s  even

i f  n i s ’odd 

and A I  ̂ A 3 >/. X a  o

The A 5 a r e  a l l  i n t e g e r s  ( i n c l u d i n g  O ),  o r  a l l  h a l f -  

i n t e g e r s  ( e x c l u d i n g  0 ) .

( c )  The ^ 5 i n  an y  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

d e g r e e  g e n e r a t e  a c o m p l e t e  s e t  w i t h  clZ  e l e m e n t s .

( d )  A l l  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  w i t h  t h e  same v a l u e  

o f  A v - X  ( and no m a t t e r  what t h e  v a l u e  o f  n )

( i )  obey  t h e  same com m utat ion  r e l a t i o n s  ^

( i i )  r e f e r  t o  p a r t i c l e s  w i t h  maximum s p i n  A ,

and ( i i i )  r e f e r  t o  p a r t i c l e s  w i t h  % A o r  zA-i-i  p o s s i b l e  

v a l u e s  o f  t h e  r e s t - m a s s ,  a c c o r d i n g  a s  A i s  i n t e g r a l  or  

h a l f - i n t e g r a l .  _______ _
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( ? )  S o l u t i o n  o f  t h e  P r o b le m .

We now a p p l y  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  l a s t  s e c t i o n  to  t h e .  

g e n e r a l  p r o b le m  s t a t e d  on p .  z  i ' , " I f  ° ^ i - o ^ ^ a r e  t h e  

Bhabha m a t r i c e s  i n  n d i m e n s i o n s ,  f o r  w hat  i r r e d u c i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  5 i s  i t  p o s s i b l e  to  f i n d  an 

(-W-H ) t h  m a t r i x  s a t i s f y i n g  t h e  same com m utat ion  r e l a t i o n s ? "

C o n s i d e r  t h e  r e d u c t i o n  o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n

i n t o  , where  n i s  even  and
-A f a c t o r s ^

Ai = A% -  A 3 -  -  ̂ -  A A.

U s in g  6 . 8  and 6 . 2  we f i n d

 ̂ A A 1 —=> I  ̂ A — X \  +  ̂ A x l  —  ~i • I
f a c t o r s  ^ - « f a c t o r s  f a c t o r s

From 6 . 1 4  we o b t a i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r e d u c t i o n  o f

1 A — X  ̂ 4- (R xiL  ̂ A — A  ̂ iR \ \  — A 1 -h \ S A \
^ f a c t o r s  - ^ f a c t o r s  ^-1 f a c t o r s  f a c t o r s

—   “ 7  • Z .

The c h e c k  b y  d e g r e e s  o f  t h i s  r e d u c t i o n  can be  

o b t a i n e d  d i r e c t l y  from 6 . 3  and 6 . 4 ,  and t h e  c a l c u l a t i o n  

i s  g i v e n  i n  t h e  a p p e n d i x ,  p .  .

The r e s u l t  i s  h o w ev e r

 ̂ A —  X ^ 4  o L ^  ( a  — A ^ 1 X — X  ̂4  ? X A ^
- ^ f a c t o r s  .X f a c t o r s  ^-1 f a c t o r s  ' ^ - ' f a c t o r s

or
1 A — A \  — 1 A — X  ̂    ̂ -p ,

A  f a c t o r 8 f a c t o r s
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Now c l e a r l y  any i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

w i l l  i n d u c e  a r e p r e s e n t a t i o n  w h ich  may o r  may n o t  be  

r e d u c i b l e  i n  . In  p a r t i c u l a r  1 X — A l  w i l l

i n d u c e  some r e p r e s e n t a t i o n  i n  . I f  t h i s  r e p r e s e n 

t a t i o n  i s  r e d u c i b l e  i t  must  i n d u c e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a 

t i o n s  o f  d e g r e e  l e s s  than  X - x l  • But t h i s  w ou ld

mean t h a t  from v x - A )  we had o b t a i n e d  an

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  o f  d e g r e e  l e s s  t h a n

and t h i s  c o n t r a d i c t s  6 . 1 5  and 7 . 3  w h ich  show t h a t  t h e  o n l y  

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  in d u c e d  by Ax;  ̂ A - A l  +  ̂ x —

i n     a r e  o f  d e g r e e

1 X — X  ̂ m u s t  t h e r e f o r e  i n d u c e  an i r r e d u c i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  d e g r e e  . ^ ^ I x  -  X]   ̂ x  — A 1 i n

and t h e  r e d u c t i o n  must  i n  f a c t  be -

d l^   ̂ X — X 1 —3) , d l ^ - i  1 A — A 1
- ^ f a c t o r s  X - i  f a c t o r s

and s i m i l a r l y  | - —  1 - ^

dZ ^  1 A — A } — => - ,   ̂ A — A l
X  f a c t o r s  ' f a c t o r s

t o g e t h e r  w i t h  7 . 3 ,  i . e .

1 A — A l  — — - I  1 A  —  A  ^
A. f a c t o r s  A - i  f a c t o r s

The r e  a; I t s  7 .3  and 7 . 4  a r e  t h o s e  we need  f o r  o u r  

p r o b le m .

W ith  n even we can w r i t e  7 .3  and 7.'4 a s

dl ; cr r i .  ^ A —  ̂ X —    “7  - 0“
A + f  f a c t o r  8 -X f a c t o r s
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 ̂ A — A 1 ) A —  A ^
f a c t o r s  ^  f a c t  or 8

n
and \

o^^x'x ? X — >  \  I Î A ~  A \  • j b
JL + i f a c t o r s  ^ f a c t o r s

Now from 6 . 1 6 ( a ) ,  dCxzr% 1 X — A  ̂ g i v e  s  an 

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  Bhabha m a t r i c e s  in  

(^4-1 ) d i m e n s i o n s ,  and from 7 , 5  t h i s  i n d u c e s  an i r r e d u c 

i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  same d e c r e e  o f  t h e  Bhabha  

m a t r i c e s  i n  n d i m e n s i o n s .  F u r t h e r ,  from 6 . 1 6 ( d ) ,

t h e s e  r e p r e s e n t a t i o n s  s a t i s f y  th e  same com m utat ion  

r e l a t i o n s .

We can now u s e  t h e  same argum ent  a s  t h a t  f o r  t h e  

D i r a c  c a s e  i n  ^ ( 5 ) ,

L e t  . be t h e  (^v -̂v-i) Bhabha m a t r i c e s

i n  ('-̂ ■*'1 ) c o r r e s p o n d i n g  t o  1 X — A 1 . Any n o f

t h e s e ,  s a y ,  y i e l d  an i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n

o f  t h e  Bhabha m a t r i c e s  i n  n d i m e n s i o n s  o f  t h e  same d e g r e e  

and s a t i s f y i n g  t h e  same com m u tat ion  r e l a t i o n s .  A l s o  from  

6 . 1 6 ( c )  t h e a e  n m a t r i c e s  g e n e r a t e  a c o m p l e t e  s e t .  But  

i s  a m a t r i x  o f  t h e  same d e g r e e  a s  and

s a t i s f i e s  t h e  same com m utat ion  r e l a t i o n s .

T h e r e f o r e  in  t h i s  c a s e  i t  must be  p o s s i b l e  from  

to  f i n d  an ( - ^ 4 »  ) t h  m a t r i x  s a t i s f y i n g  t h e  same com m utat ion  

r e l a t i o n s .

So o u r  r e s u l t  i s : -  " I t  i s  a lw a y s  p o s s i b l e  to  f i n d
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an e x t r a  m a t r i x  f o r  t h o s e  Bhabha m a t r i c e s  iri~ n d i m e n s i o a s

whose  r e p r e s e n t a t i o n s  a r e  g i v e n  b y  1 X — A  ̂ w i t h
-A f a c t o r s

n e v e n . " "------------ 7̂ . 4
; /

The o t h e r  t w i n  r e p r e s e n t a t i o n ,  1 X -  A^ l e a d s

t o  t h e  same r e s u l t  7 . 6 .  I f  r e p r e s e n t  t h e
‘

m a t r i c e s  i n  n d i m e n s i o n s ,  t h e n  and d i f f e r

o n l y  b y  h a v i n g  w i t h  a p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  s i g n .

The r e a l  I t  7 . 6  d o e s  n o t  p r e c l u d e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  

an e x t r a  m a t r i x  e x i s t i n g  f o r  some o t h e r  form o f  X^)

Such a c a s e  c o u l d  o n l y  o c c u r  h o w e v e r  when an i r r e d u c i b l e  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  i n d u c e s  an i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t 

a t i o n  o f  o f  t h e  same d e g r e e  and w i t h  t h e  same A * ,

( f o r  same com m u ta t io n  r e l a t i o n s )  ancl a p a r t  fro m  t h e  c a s e

7 . 6  t h i s  would o n l y  o c c u r  i n  v e r y  f o r t u i t o u s  c i r c u m s t a n c e s .

( 8 ) S p e c i a l  C a s e s  o f  t h e  R e s u l t .

( a ) ~ 2 , 4 1 - 3  -A =. I

Any r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  oi » in  two d i m e n s i o n s  a r e  

t h e r e f o r e  g i v e n  by  3 and from 7 . 6  t r i a d s  a r e

p o s s i b l e  i n  a l l .  c a s e s .
/

A s p e c i a l  c a s e  o f  i n t e r e s t  i s  when A = . From

6 . 1 6 ( d )  we s e e  t h e s e  m a t r i c e s  s a t i s f y  t h e  D i r a c  commuta

t i o n  r e l a t i o n s ,  and from  t h e  f o o t n o t e  on p .  t h e i r  

d e g r e e  i s  tw o .  They a r e  j u s t  t h e  P a u l i  s p i n  m a t r i c e s

and cr^ and i t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  t h e  t r i a d  i s  fo im e d  

by  p u t t i n g  = A .

( b ) -  H- , 4 1 = 5' C= z
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T h i s  i s  t h e  p e n t a d  p r o b l e m ,  and  7 , 6  t e l l s  u s  t h a t

p e n t a d s  w i l l  be  p o s s i b l e  f o r  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s
. -

o f  d e g r e e  4  

d i r  \  o f  d e g r e e  10
< 3  3 1   ? ' I

f  1 3 .7  o f  d e g r e e  20

^ tr \ z  j x \  o f  d e g r e e  35

and so o n .

The f i r s t  i s  the  D i r a o  c a s e ^ a h d  t h e  se co n d  t h a t  '* 

r e l a t i n g  to  t h e  Kemmer m a t r i c e s ,  b u t  t h e  o t h e r  r e s u l t s  

h a v e  n o t  so f a r  b e e n  g i v e n ,

We s e e  t h a t  i n  g e n e r a l  t h e r e  i s  o n l y  one r e p r e s e n t 

a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  a p a r t i c l e  o f  a n y  p a r t i c u l a r  m a x i 

mum s p i n  f o r  w h i c h  i t  i s  p o s s i b l e  t o  fo r m  a p e n t a d ,  and  

m o r e o v e r  by  r e f e r r i n g  t o  a rem ark on p ,  z i r  , t h i s  

p a r t i c u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  i s  j u s t  t h e  o n e  f o r  w h i c h  t h e  

p a r t i c l e  m a n i f e s t s  t h e  same v a l u e  o f  t h e  s p i n  u n d e r  a l l  

c i r c u m s t a n c e s ,  .

In t h e  c a s e s  w h er e  p e n t a d s  a r e  p o s s i b l e  a scheme can  

be  s e t  up a n a l o g o u s  t o  t h e  p e n t a d ,  t r i a d  p a t t e r n  o f  

Ed d in g  to  n ' s  E nu m b ers ,  ( E d d i n g t o n  ( 3 6 )  p . 2 2 ) .

We i n t r o d u c e  a f u r t h e r  i n d e x  5 ,  and p u t

= I  3 -  r    I  _______^ . z) ) ' /

The c o m m u ta t io n  r e l a t i o n  o f  t h e s e  f i v e  ^ 3  t o g e t h e r  

w i t h  t h e i r  t e n  c o m m u t a t o r s  can  b e  co m b in ed  i n  t h e  f o r m
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w h er e  ^  now run 0 - 5 .

I f  we i n t r o d u c e  a l s o  t h e  u n i t  e l e m e n t s  b y  ,

t h e  s i x t e e n  m a t r i c e s  h a v e ,  from  8 . 3 ,  t h e  f o l l o w i n g  

p r o p e r t i e s :

( i )  Any f i v e  m a t r i c e s  w i t h  one i n d e x  i n  common form  a 

p e n t a d .

e . g .  1 “" , I  , I  X ^ I  a r e  a p e n t a d .

( i i )  Any m a t r i x  com m utes  w i t h  e i ^ t -  o t h e r s  i n  t h e  s e t  

( i n c l u d i n g  i t s e l f  and 1 ' ^)

e . g .  X ‘ com m utes  w i t h

 ̂ r  I  r  I  r  9- r ‘^

( i i i )  An a n t i - t r i a d  o f  m u t u a l l y  comm uting  m a t r i c e s  i s  

g i v e n  b y  '

lO-r ^  I  ^ i t h .  V’, 0-, r ,  X i p  a l l

d i f f e r e n t  e . g .  x  , X «4 I  a r e  an a n t i - t r i a d .

The r e l a t i o n  o f  a n y . m a t r i x  to  t h e  o t h e r  e i g h t  n o t  

g i v e n  b y  ( i i ) ,  e . g .  t h e  r e l a t i o n  o f  x  > t o  I I X

X''\X^'^ I  i s  h o w e v e r  ( e x c e p t  i n  t h e  D i r a c  c a s e )

not  t h e  r e l a t i o n  " t o  a n t i - c o m m u t e " ,  b u t  d e p e n d s  on t h e  

p a r t i c u l a r  c o m m u ta t io n  r e l a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s  

u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .

( 9 )  3 ^ e  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  Bhabha m a t r i c e s  i n  
f i v e  d i m e n s i o n s ."

We c o n c l u d e  t h i s  c h a p t e r  b y  t a b u l a t i n g  t h e  p o s s i b l e  

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  Bhabha m a t r i c e s  i n
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f i v e  d i m e n s i o n s , t h a t i s  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s

T h e s e  may be  o f  i m p o r t a n c e  i n  s t u d y i n g  t h e  f i v e - d i m e n s i o n a l

t h e o r i e s  o f  K l e i n , P a u l i ,  F l i n t  and o t h e r s ,  and a l s o  g i v e

a s i m p l e c h e c k  on t h e po s s i b i l i t y  o f f o r m i n g  p e n t a d s .

From 6 . 4 and 6 . 7 i t  i s  found  t h a t  t h e  d e g r e e  o f  I

i s  g i v e n  b y

^ V z At

C A 1 — A 3 + 23 C A 4  A 3 4 0  L A % A 3 4  O -------  9  ' ^

y  : We t h e r e f o r e g e t t h e  f o l l o w i n g t a b l e  f o r  t h e  p o s s i b l e

i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  dZ & 9 6>‘ ' ( u s i n g  6 . 7  ) .

\  1 A % c^ù Ai, a I, Ai > A

0 0 . 0 1 1

1 / 2 1 / 2 1 / 2 8 4

. 1 0 0 6 6 •
1

1 . 1 0 15 15

1 1 1 20 10 *

3 / 2 - 1 / 2 1 / 2 40 20 «

3 / 2 3 / 2 1 / 2 72 ■ 35 «  _  q - 2

■ 3 / 2 3 / 2 3 / 2 40 20 *

2 0 0 20 20 ' '

2 1 0 64 64

2 1 1 90 45 *

' ,2 2 1 140 70 *

2 2 2 70 3 5 *

e t c .

* '
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The X i n d i c a t e s  t h e r e ‘a r e  two t w i n  r e p r e s e n t a t i o n s  

i n  t h e s e  c a s e s .  % e n  -  i t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  a r e  

t h o s e  o f  t h e  - m a t r i c e s  i n  f i v e - d i m e n s i o n  s  s t u d i e d  b y  

l u b a n s k i  and R o s e n f e l d  ( s e e  p .  ) .

A p p e n d ix .

We w i s h  t o  p r o v e  t h a t  when n i s  e v en

] A — y  1 \  ^ — A )
^  f a c t o r s  f a c t o r s .

I f  — - z Æ  , t h e n  -  x c-^X-O 4 1 so t h e

f o r  i s  one l e s s  t h a n  t h e  f o r  ,

( a )  We f i r s t  c o n s i d e r  1 A — A 1

From 6 . 3  and 6 . 6  we h a v e  

------
QZ^—3 —''3 I » .

I

X i l :  '! X - -  X 1
w h ere

I “ A 4-*^.- z ,  ^   ̂ 4  c  A 4 -^  -  ^

:r A +-^ -  3  + \

1 -  A +"i - A 4 4z
✓<2-0

t t ’ c a + A - * ^ - ! )  TT CZA
QaX-3 / 3 ‘. ‘ I = ' 9̂ -2-

+ ^  '—  A C z  A + % 3 IX TT
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L (^--2 .)  I -•■ a l l !  - '̂'* •
— ----------------------------------    %T C '2- A 2 -A. -  % -  0  L *2- A ■* ZA. ~ X ) X

A I I ! '
A. —» '

X T V  C x A - v a A - ^ - A ' ) X -  - - X C x X - V " Z - )
“b

/

(b ) We n e x t  t r e a t  I > — A 1 .

From 5 . 4  and 6 . 7  we o b t a i n

I  X — x l   -------^ ----------------   I T  C ■ ^ )
a I  — 2. I

A:, -  A -  I
where

= X -4-A- X

= Ajl

-  A+A.. —
I

/ .  (A ^   ̂ A —  A ^

A-1 -A
-    Ti' % C 2. A 4 -iJi - ^ - l ) C ‘l^--l ' )\  A

(a A  -  X ) I ‘ - L+1 2 ! ^ ^

V TT | ( x A  -V-2 A -  ^ - X )  C‘=? -̂X ]̂ X  ̂A Î C 2 xt'i') J X 

„  1/^"' C' A- i l l  CA- x l '  il
—  --------------:------------------------------------- TT (_ X A - V 2 A - 2 < ^ ^ i ^

(a A - 2 . )   ̂ (xX -^ ;L  - - l, ‘. a ’. V “ ‘
-A .

V IT  c X A + 2 A -< ^  - I  ) TT C X A + 2 . - ^ - ^ . - X )  A   X ( x A + x ;
^ - 1» t>= ^

X

^  Q A  — X  ) ' ^ A , -  "b ) 1  i - A  ‘TT'  C x A  + x A - x c ^ ^ - i )  A

-A.—1 A  “I / _ . .
X TT (_ X x-v x A - i ^ - x )  TT C 2. A -v x A - «t. -  A) X -  -  At-%J

<=^^2 cj^=--3

~   I  ̂ A — A ^
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CmPTEE' 3 

The G e n e r a l i z e d  Bhabha E q u a t i o n

Ubiflig a m ethod a n a l o g o u s  t o  t h a t  o f  S o h r o e d i n g e r  

( 3 2 )  and Bargman ( 3 3 )  f o r  t h e  P i r a o  e q u a t i o n ,  B h a b h a ' s  

e q u a t i o n  i s  i n  t h i s  c h a p t e r  p u t  i n  a form  v a l i d  f o r  a n y  

c o - o r d i n a t e  s y s t e m .  T h i s  e q u a t i o n  i s  t h e n  d e t e r m i n e d
3€

e x p l i c i t l y  f o r  an y  o r t h o g o n a l  c o - o r d i n a t e  ^ s t e m ;  t h a t  

i s  f o r  a s y s t e m  w h ose  m e t r i c ,  i s  g i v e n  b y

w h ere  a r e  a n y  f u n c t i o n s  o f  t h e

The e q u a t i o n  i s  t h e n  put  i n t o  a L a g r a n g i a n  fo rm  and 

e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  e n ergy-momenturn t e n s o r  and c u r r e n t -  

v e c t o r  c a l c u l a t e d .

F i n a l l y  t h e  b e a r i n g  o f  t h i s  g e n e r a l i z e d  e q u a t i o n  i n
I f  '

t e r m s  o f  s p h e r i c a l  p o l a r  c o - o r d i n a t e s  on t h e  q u e s t i o n  o f  

s p i n  i s  d i s c u  s s e d .

( l O)  The M e t r i c .  - U o d o r s  and O o v a r i a n t  D i f f e r e n t i a t i o n  

We s h a l l  c o n s i d e r  a n y  g e o m e t r y  w h o se  m e t r i c  i s  g i v e n

^  S  ̂    I 0-1

w h ere  r e p r e s e n t s  t h e  s c a l a r  i n t e r v a l ,  i s  t h e

m e t r i c  t e n s o r  ( i n  g e n e r a l  a f u n c t i o n  o f  ) and  

r u n s  1 - 4 .

»  T h i s  i s  a more g e n e r a l  u s e  o f  t h e  word " o r t h o g o n a l ”
t h a n  t h a t  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  T h er e  t h e  m e a n in g  i s  
r e a l l y  o r t h o g o n a l  c a r t e s i a n  , and t h e  m e t r i c s  c o n s i d e r e d
a r e  t h e  s p e c i a l  c o r e  o f  t h e  a b o v e  w i t h  -  /
B o t h  m e a n i n g s  o f  t h e  word a r e  h o w e v e r  i n  g e n e r a l  u s e .
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We a r e  c o n c e r n e d  w i t h  two t y p e s  o f  t r a n s f o r m a t i o n  

w i t h i n  t h i s  g e o m e t r y  ( s e e  p .  s' )

( a )  c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  t y p e

PC tn  PC  I O '  '2

wh ere  t h e  a r e  i n  g e n e r a l  f u n c t i o n s  o f

and ( b )  S t r a n s f o r m a t i o n s  w h ic h  l e a v e  t h e  c o m m u ta t io n

r e l a t i o n s  o f  t h e  m a t r i c e s  u n a f f e c t e d .

The b e h a v i o u r  o f  t h e  m a t r i c e s  and t h e  u n d o r s

vp u n d e r  ( a )  and ( b )  i s  d e f i n e d  b y  ' ,

( a )  i f  9% -  = PC.T "

t h e n  ' 5 -  = ^  V I   ' 10.-3

a n d  J f  ■ -  4^ J

and
( b )  . A

----------and • cp -  "5"' 4̂  3

w h ere  S i s  a sq u a r e  m a t r i x ,  i n  g e n e r a l  a f u n c t i o n  o f  .

From 1 0 , 5  we s e e  that^"" t r a n s f o r m s  a s  a v e c t o r  u n d e r  

c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  ^ 

a r e  d e f i n e d  b y  a t e n s o r  e q u a t i o n  -  b u t  4 . 2  i s  n o t  su ch  an 

e q u a t i o n  a s  i s  n o t  a t e n  s o r .  We t h e r e f o r e

g e n e r a l i z e  t h e  c o m m u ta t io n  r e l a t i o n s  t o

L  1 ^    lO-tT

where  t h e  a r e  d e f i n e d  b y  1 0 . 1

In  t h e  c a s e  o f  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s  

and 1 0 . 5  i s  e q u i v a l e n t  t o  4 . 2 .
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A s S i s  now a f u n c t i o n  o f  we s e e  t h a t  t h e  

u s u a l  s p a c i a l  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  <=̂ '̂  w i l l  n o t

t r a n s f o r m  l i k e ^ ' ^ u n d e r  an S t r a n s f o r m a t i o n ;  , nor  w i l l  

t h e  d e r i v a t i v e  o f  4^ t r a n s f o r m  l i k e  u n d e r  an S 

t r a n s f o r m a t i o n .  In t h e  f o l l o w i n g  we w i l l  r e s e r v e  t h e  

t e m  " c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e " ,  f o r  a d e r i v a t i v e  w h ic h

( a )  t r a n s f o r m s  l i k e  a t e n s o r  u n d e r  c o - o r d i n a t e  t r a n s 

f o r m a t i o n s ,  i . e .

1
and -,A. ^ 4 ' iy

and ( b )  t r a n s f o r m s  l i k e «6." o r  u n d e r  S t r a n s f o r m a t i o n s

 ̂ ^  V =• "3 ; S» T ) ? I
and -     lO - T

w here  t h e  sym bol  ; d e n o t e s  c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n .

I n . o r d e r  t o  s e e  t h e  m o d i f i c a t i o n  1 0 , 7  i n d u c e s  i n  

t h e  u s u a l  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  we c o n s i d e r  t h e

e f f e c t  o f  an i n f i n i t e s i m a l  S t r a n s f o r m a t i o n  on .

l e t  \ +  2  w h er e  ^ i s  m a l l

t h e n  -  I '  a

cZ ^ C 1 + ^ )

-

/  , cZ ^ ^ Z: S tr —

I f  we p u t  ^  -  A  ̂ w h ere  c> ^ i s  some

and
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sq u a r e  m a t r i x ,  we s e e  t h a t  

S .

T h i s  s u g g e s t s  we d e f i n e ’ t h e  o o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  

b y  t h e  f o r m u la

^  A _ -rx-  ̂ Jl
:-3' -  —  t o . 8-

w h ere  t h e  T a r e  t h e  a f f i n e  c o n n e c t i o n s  f o r  t h e'i -C
g e o m e t r y  c o n s i d e r e d  ( s e e  E d d i n g t o n (  37 ) p . 2 1 3  ) ,  and  

i s  some s q u a r e  m a t r i x  w h ose  v a l u e  and t r a n s f o r m a t i o n  

/  p r o p e r t i e s  a r e  y e t  to  b e  d e t e r m i n e d .

From 1 0 , 6  i t  f o l l o w s  t h a t  u n d e r  c o - o r d i n a t e  t r a n s 

f o r m a t i o n s  A ÿ  m u s t  t r a n s f o r m  a s  a c o v a r i a n t  v e c t o r  

i . e .  _ , . '
DC ^  A  1

(   iO'Cf

From 1 0 , 4  we f i n d  a f t e r  a l i t t l e  m a n i p u l a t i o n  t h a t
I .

A V  m ust  t r a n s f o r m  u n d e r  S  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  t h e  m annero
I

<P s  ♦
A , .  =  /A,- 5 +  — 5 . .

£>s ( lO' lO
"   ̂ . ) 

t h e  two f o r m s  a r i s i n g  from  t h e  i d e n t i t y  i ,

In  a s i m i l a r  way t h e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  kp

can b e  i n v e s t i g a t e d ,  and i t  i s  fo u n d  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n

^  - ‘Û-V 4- —  "

( w h e r e  t h e  a  ' a r e  t h e  same a s  i n  1 0 , 8 L  s a t i s f i e s  b o t h

t h e  c o n d i t i o n s  1 0 , 6  and 1 0 , 7 .
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( 11 \  The G e n e r a l  Bhabha E q u a t i o n

Our f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n  m ust  s a t i s f y  t h e  two  

p o s t u l a t e s  ( s e e  p .  q  )

( l )  I t  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  c o - o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s

and ( 2 ) I t  i ^  i n v a r i a n t  u n d e r  S t r a n s f o r m a t i o n s .

U s i n g  t h e  r e m i t s  o f  t h e  l a s t  s e c t i o n  we s e e  t h a t

t h e  s i m p l e s t  g e n e r a l i s a t i o n  o f  e q u a t i o n  4 . 1  s a t i s f y i n g

b o t h  t h e s e  r e q u i r e m e n t s  i s

~  4- 4 ; = - 0  A
(   u  ' I

or '  c ^  V 4̂  -c:> 1

The in v a r ia n t< i  p r o p e r t i e s  f o l l o w  d i r e c t l y  from  1 0 . 3  

-  1 0 , 7  and we w i l l  now t a k e  1 1 . 1  a s  t h e  f u n d a m e n t a l  

e q u a t i o n  r e l a t i n g  to  p a r t i c l e s  o f  a r b i t r a r y  s p i n  i n  any  

c o - o r d i n a t e  s y s t e m .

I t  can b e  s e e n  t h a t  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h i s  e q u a t i o n  

i n , a n y  p a r t i c u l a r  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  d e p e n d s  upon t h e  

v a l u e  o f  A , and i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  we show how t h i s  

v a l u e  c a n  b e  f o u n d  i n  a l l  c a s e s  o f  a n y  p h y s i c a l  i n t e r e s t .  

I n  a c a r t e s i a n  s y s t e m  ( s e e  P ^ 9  ) so 1 1 . 1

r e d u c e s  to  t h e  u s u a l  Bhabha e q u a t i o n  4 . 1 .

( 12 ) The D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  A T  '

The o n l y  c o n d i t i o n  we h a v e  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  

t h e  i s  t h a t  t h e  v a l u e  o f  o b t a i n e d  b y

d i f f e r e n t i a t i n g  1 0 . 5  and s u b s t i t u t i n g  from

1 0 . 8 , s h o u ld  b e  t h e  same a s  t h a t  g i v e n  b y  t h e  o r d i n a r y
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t e n s o r  o a l o u l u s  from  t h e  r e l a t i o n

^  T — V '

In o r d e r  to  u s e  t h i s  c o n d i t i o n  f o r  d e t e i m i n i n g  t h e  

we f i r s t  i n t r o d u c e  t h e  m a t r i c e s  w h ic h  s a t i s f y

t h e  c o m m u ta t io n  r e l a t i o n s  4 . 2 ,  t h a t  i s

'I

w h ere   ̂ _  o o. „ .  ------
<=<1̂ — <̂ ji, ^ \

T h e se  m a t r i c e s  a r e  t h e r e f o r e  t h e  u s u a l  Bhabha

o n e s  w h ose  a l g e b r a  we d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  Z .
f

We now c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  t h o s e  g e o m e t r i e s  f o r  

w h ic h  t h e  «1 .̂ d e f i n e d  b y  1 0 , 5  can b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  

form

^ ^  „  I X ' ~2>

w h ere  t h e  a r e  d e f i n e d  b y  1 2 . 2  and t h e  -& ^  a r e  i n

g e n e r a l  f u n c t i o n s  o f  , Such a s o l u t i o n  f o r  t h e  

i s  n o t  p o s s i b l e  f o r  a l l  v a l u e s  o f  , b u t  a s  we s h a l l  

s e e  l a t e r ,  i t  c o v e r s  a l l -  c a s e s  o f  p h y s i c a l  i n t e r e s t .

The i n v e r s e  r e l a t i o n  t o  1 2 , 3  can b e  w r i t t e n

7• 1 ------w h ere  = S Jr

From 1 2 , 3  and 1 2 , 4  we f i n d

o C>-£r“ -

w h ere  . - ________   cc

— t 5"
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Now on d i f f e r e n t i a t i n g  1 0 , 5  dc*̂  and

s u b s t i t u t i n g  f o r  and from 1 2 , 5  and
2>"x_-c

1 2 , 1  we o b t a i n

-^'^'7-c  - T ’ T l  - T ^  °̂ -V = 0

F or  t h i s  e q u a t i o n  t o  b e  s a t i s f i e d  t h e  c o e f f i c i e n t s  

o f  ^ ^ jfK m ust  b e  z e r o ,  so

We now p u t

f \ - y ' ^ - c  -  C Tb,- 7 1  ) —i    ia-'V

so 1 2 , 6  can b e  w r i t t e n

-T A^-y X =    ‘ 2.-8^

From 1 2 , 5  we now h a v e

u s i n g  1 2 . 7

—- ^A-n-fc,-C4r 1 '-*-~-v*C J <sC

— -------------

Bow 1 2 , 9  can be  p u t  i n  t h e  fo rm  

o a ^  ^
 -v--=<-çcb-c -  2 9-.;-^') —  t a - i o9̂L

H
—— -JL A T" *A. S i X ' t /

F or *=̂ ^ -o -̂C A 4L

~  ”*2 1 X  ̂Ct! ̂  —od  ̂ X ^
u s i n g  1 0 , 5

— 'x  5-  ̂ 1 ^  ]

35 A t e r m  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  od can b e  added  t o  -Ajz

and h a s  b e e n  u s e d  b y  S c l i r o e d i n g e r  ( 3 2 )  t o  i n t r o d u c e  
t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .
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~  1 — A -c s-e  ̂I

-  "t 1 A-v-v'^

= '-~k u s i n g  1 2 . 8

A l s o  from  1 0 . 8  e q u a t i o n  1 2 . l u  can  b e  w r i t t e n

^    i X ' ‘ 2.

C o n v e r s e l y  we can b e g i n  our  a rg u m en t  b y  d e f i n i n g  

1 2 , 1 2  t o  g i v e  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  o o v a r i a n t  d e r i 

v a t i v e  o f  and t h a t  o f  . A s o l u t i o n  f o r  A b

can t h e n  b e  o b t a i n e d  fro m  t h i s  e q u a t i o n  o f - t h e  f o i m  1 2 . 1 1

i , e ,  A ^  A-^d-c   iX ' iJ

w h er e  a s  i n  1 2 , 8  -=   lu-g-

T h e se  two r e l a t i o n s  t h e n  l e a d  b a c k  t o  e q u a t i o n  1 2 , 9

i ; e ,
poi -C —I  —  ̂ ^  ̂  — A   I *x ' 9

and b y  d i r e c t  s u b s t i t u t i o n  o f  t h i s  i n t o  t h e  d i f f e r e n t i a t e d  

v e r s i o n  o f  1 0 ,̂ 5 , i t  can b e  v e r i f i e d  we o b t a i n  e q u a t i o n  1 2 . 1  

i . e .  .

~  T '3— Ï - ' î ’ T

The d e f i n i t i o n  1 2 . 1 2  t o g e t h e r  w i t h  i t s  s o l u t i o n  

1 2 . 1 1  and 1 2 . 8  i s  t h e r e f o r e  c o m p l e t e l y  c o n s i s t e n t  w i t h  

t h e  u s u a l  d e f i n i t i o n  o f  c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n  g i v e n  

b y  12 i l .

F u r t h e r m o r e  we a r e  d e a l i n g  w i t h  a g e o m e t r y  i n  w h i c h

1 2 , 5  h o l d s ,  i . e .  ^ ____  i d - d"
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and b y  c o m b i n i n g  1 2 , 5  and 1 2 , 9  we a g a i n  f i n d  1 2 , 7

=  ' C  )  9 — ,  • ------- ‘ ^•'7

We s h a l l  t h e r e f o r e  a d o p t  12,'12 a s  t h e  e q u a t i o n  

• d e f i n i n g  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  u n d o r  and t h e  t e n s o r  

c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n ;  and i t s  s o l u t i o n  g i v i n g  

i n  an y  c o - o r d i n a t e  sy s te m  o f  t h e  t y p e  1 2 , 5 ,  we t a k e  a s  

g i v e n  b y  1 2 , 1 1  t o g e t h e r  w i t h  1 2 , 7 ,

( 1 3 )  C a l c u l a t i o n  o f  f o r  an O r t h o g o n a l  M e t r i c .

We now c o n s i d e r  a H iem ann ian  m e t r i c ,  t h a t  i s  one  f o r

w h ic h  , ' ;v "= ^----------------------- --------  1 )

From 1 2 , 1 2  and 1 2 . 8  we f i n d

oi ̂   ̂ ^  O T »
\     ^3)'^

and. -t- A-c^-c — ̂ 2 j

The a f f i n e  c o n n e c t i o n  i s  now g i v e n  b y  t h e

C h r i s t o f f e l  b r a c k e t s  ( s e e  S d d i n g t o n  ( 3 7 )  p , 5 8 ) .

We s h a l l  f u r t h e r  l i m i t  o u r  m e t r i c  -to  b e  o f  t h e  form

i -

w h ere  t h e  a r e  a n y  f u n c t i o n s  o f  t h e  .

In  w h a t  f o l l o w s  t h e  u s u a l  summation c o n v e n t i o n  w i l l  

n o t  b e  u s e d .  W hether  a s u f f i x  i s  summed o r  not  w i l l  be

c l e a r  from t h e  c o n t e x t .

W i t h  t h e  m e t r i c  1 3 . 4  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s
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( w h e r e  i n  1 3 , 5 - 1 3 . 9  - J , ^ and a r e  t h r e e  d i f f e r e n t  

s u f f i x e s ) .

4 ' -  i T -  7
■<   1^-5-

~ - a  S

A l s o  a s o l u t i o n  f o r  1 0 , 5  o f  t h e  form  1 2 . 3  i s  g i v e n

b y oi ̂  —  -A .

and fro m 1 2 , 3  -  : 

=

Jix
and

- '■_
^  f ^t

The v a l u e s

• f T A "= - i

• t A

t A =  - - a  ‘̂ '

T Â — C? '
' From 1 2 , 1 1

O f A-e '

a
^  ZZ J -  —------  1 3 . 4

r' -   ̂ '

— — __ _1_ "T
^  1 (   13 - ^

e.  ̂ -  j-C — O ' ^
The v a l u e s  f o r  t h e  C h r i s t o f f e l  b r a c k e t , 1 3 , 3 ,  become

4 .  —  - J -  £ : f i^  ^

_  -A. A ^Ajz. \

= ^  c -  T -  ^

( a )  C o n s i d e r  t h e  f i r s t  t e r m

-t  V T  =
_ J. ^  s ^ J ' l o s i n g  1 3 . 8

■= o  •

a s  q 5/L i s  s y m m e t r i c a l  i n  '^ '*5  w h i l e  X'' ’’ i s  a n t i -

i  ■ ■
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s y m m e t r i c a l .

( b )  The se co n d  t e r m  g i v e s

— X   ̂ (no  summation o v e r  ^  )

~ ^ ___u s i n g  1 3 . 9  and 1 3 . 5

= c i .  +  ' from  1 3 . 9

=

From 1 3 . 6  we f i n d

-€ 5 _  . - i -

“ X ,  ' ' " "

( 1 4 )  The Bhabha E q u a t i o n  i n  O r t h o g o n a l  C o - o r d i n a t e s  

From 1 1 . 1  t h e  g e n e r a l i z e d  Bhabha e q u a t i o n  i s

C ' f  ^  ^  - o ------------ (

so u s i n g  1 3 . 6  and 1 3 . 1 1  t h i s  b e c o m e s

È L A. + - " " "

w h ic h  i s  t h e r e f o r e  t h e  e x p l i c i t  form f o r  t h e  Bhabha  

e q u a t i o n ,  v a l i d  i n  any  o r t h o g o n a l  c o - o r d i n a t e  s y s t e m .  

W ith  X.C ~  I , 1 4 . 2  g i v e s  j u s t  

o <£)Tc:i  ̂ rr  ' -1̂ ^  --------------  14- 3

w h i c h  i s .  t h e  u s i a l  Bhabha e q u a t i o n  i n  c a r t e s i a n  c o - o r d i n

a t e s .
O

We now c o n s i d e r  some s p e c i a l  c a s e s  f o r  t h e
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m a t r i c e s  i n  1 4 . 2 .

( a )  D i r a c  C a s e .

From 4 . 1 1  an d  4 . IE we l iav e  t h e  r e l a t i o n s

Vx. S'; H-S'y S'; = i'5-Cÿ

I;-5 ~  ~h. T j

and t h e  e q u a t i o n  1 4 . 2  b e c o m e s

ÿ .  L  4 ; ^ ^ 4 . = o  ■

^  ' Y ^  ^  —̂ ip'^s T I
> - U X c a p 6 '  ^  j  4  ̂ +-ucqv = 0     iA't>

T #  5 '
w h ere  we h a v e  u s e d  1 4 . 4 .  , r

T h i s  i s  t h e n  t h e  g e n e r a l i z e d  form o f  t h e  D i r a c  

e q u a t i o n .

I f  we t e s t r i c t  o u r  m e t r i c  f u r t h e r  b y  p u t t i n g

■̂ Hr ^  , ->C^=-x^A     iLt. ' ^

t h e n  1 4 . 5  g i v e s  7

C b .  ^ ^ 4 / -  —  < ^ .7

cc
# i e r e  a ,  b ,  run 1 - 3 ,  and t h i s  c a n  b e  w r i t t e n

C  X c -  +  A -  ^  ^  %  -^ i<4'=o
 L t x - »

In  t h i s  form i t  c a n  be  compared w i t h  an e q u a t i o n  

g i v e n  b y  F r e n k e l  ( 3 4 )  p . 3 6 6 .  He h a s  made a s l i p  h o w e v e r  

and t h e . t h r m  i n  t h e  b r a c k e t  t h e r e  o c c u r s  w i t h  an i n c o r r e c t  

s i g n .
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I t  can be s e en  f r o m  1 4 , 8  t h a t  t h e  D i r a o  e q u a t i o n  

o n l y  l e a d s  t o  a s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  o f  t h e  E l e i n - G o r d o n  

form when t h e  X x  a r e  c o n s t a n t s ,  t h a t  i s  i n  t h e  c a r t e s i a n  

c a s e .  I n  g e n e r a l  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  d o e s  n o t  l e a d  t o  a 

s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  , and i t  i s

f o r  t h i s  r e a s o n  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  . 

i s  e x t r e m e l y  d i f f i c u l t  i n  a l l  b u t  t h e  s i m p l e s t  p r o b l e m s .

( b ) Kemmer ca  s e .

H e r e  we h a v e

—

and 1 4 . 9  g i v e s

E q u a t i o n  1 4 . 2  t h e r e f o r e  y i e l d s

% \  — 5 (1> > 4  ̂   lA - 'O

T h i s  g e n e r a l i z e d  fo r m  o f  t h e  Kemmer e q u a t i o n  h a s  n o t

so f a r  b e e n  s t a t e d .
1

( 15 ) l a R r a n ^ i a n  Form o f  t h e  E q u a t i o n s  .

In t l j i s  s e c t i o n  we r e s t r i c t  o u r s e l v e s  t o  m e t r i c s  

o f  t h e  fo r m  1 3 . 4  w i t h  = • .

The e q u a t i o n  1 1 . 1  can t h e n  b e  d e r i v e d  from  t h e  

L a g r a n g ia n  . *
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w h ere  4^  ̂ i s  t h e  c o m p le x  c o n j u g a t e  o f  ip and h a s

s i m i l a r  p r o p e r t i e s  e x c e p t  t h a t  u n d e r  an S t r a n s f o r m a t i o n  
4 /  ̂ -  4^^ 5  , tf. 2

% A TTof
V i s  t h e  H e r m i t i a n  m a t r i x  ^ ------  iX - 3

and i s  i n t r o d u c e d  so t h a t  t h e  two e q u a t i o n s  d e d u c i b l e  from

1 5 . 1  b y  v a r y i n g  ^  and 4̂ "̂  sh o u ld  be  c o n s i s t e n t .  As  

s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n  4 . 1 1 ,  we s e e  t h a t  f  0 r  a p a r t i c l e  

o f  maximum s p i n  A , 0 r e d u c e s  to  a p o l y n o m i a l  i n  odd

o r  e v e n  p o w e r s  o f  <=<w w i t h  t h e  l e a d i n g  term  ( .
I L*.» 1+ ^

e . g .  i n  t h e  D i r a c  c a s e  A - 2 and g i v e s  C*=̂ s . , 7 = "X.

/ .  o = C I ^  -  "bLEfir t- - - "1

and b y  s u i t a b l e  a d j u s t i n g  t h e  c o n s t a n t  t l i i s  g i v e s  j u s t
o

, w h ic h  i s  t h e  u s u a l  r e s u l t .

On v a r y i n g  1 5 . 1  '4'  ̂ we g e t

and b y  v a r y i n g  ^  we g e t

(4 / ^ 0 ) , ^  -  X 4   ̂ 0 =  CO :-----  I f '  iT

Bhabha ( 4 5 b )  show s t h a t  i t  i s  o n l y  when 0 h a s  t h e  

f o m  1 5 . 3  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  1 5 . 5  b y  t a k i n g  

t h e  c o m p le x  c o n j u g a t e  o f  1 5 . 4 ,  and t h u s  i t  i s  o n l y  f o r  

t h i s  v a l u e  o f  O t h a t  1 5 . 4  and 1 5 . 5  a r e  c o n s i s t e n t .

The e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  v e c t o r  f o l l o w s  i n  t h e  

u s u a l  way and i s

»  T h i s  i s  so i f  i s  t a k e n  to  b e  a n t i - l i e r a i t  i a n , a
p r o c e d u r e  w h ic h  i s  a l w a y s  p o s s i b l e .
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The " o a n o n i o a l ” e n ergy-momenturn t e n s o r  a l s o  f o l l o w s  

' s i m p l y  from  1 5 . 1  and g i v e s

-  4)"" o    >5"'7

The e x p r e s s i o n  1 5 . 7  s a t i s f i e s  a l l  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  

o f  c o n s e r v a t i o n ,  b u t  i t  i s  n o t  s y m m e t r i c .  P a i s  (4 1  ) h a s  

g i v e n  a m e t h o d  o f  f o r m i n g  t h e  sy m m e tr ic  energy-m om entum  

t e n s o r  i n  t h e  D i r a c  c a s e ,  and h i s  m ethod  can e a s i l y  b e  

g e n e r a l i z e d  to  h o l d  h e r e  a l s o .  V/e l e a v e  t h e  a c t u a l

c a l c u l a t i o n  to  t h e  a p p e n d i x  ( p .  ) b u t  t h e  f i n a l  r e s u l t

i s

+  Î  t  0 - C ‘x'A X j - "  ^  a!; ------  'T*"

I t  can be  v e r i f i e d  t h a t

, The i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  f o l l o w  s 

s t r a i g h t f o r w a r d l y  b y  r e p l a c i n g

"* "A ‘€. *  / D ' f ^

I t  i s  p o s s i b l e  to  s e t  up an a n a l o g o u s  l a g r a n g i a n  

form o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  m e t r i c s  more c o m p l i c a t e d  t h e n  

1 3 . 4 ,  b u t  I  can s e e  no g e n e r a l  way o f  d e t e r m i n i n g  t h e  

a p p r o p r i a t e  form f o r  t h e  m a t r i x  O i n  t h e s e  c a s e s .

( 16 ) - p r e s s i o n s  f o r  t h e  S o in  O p e r a t o r .

The f o l l o w i n g  i s  t h e  u s u a l  way o f  d e t e r m i n i n g  t h i s  

o p e r a t o r .

The Bhabha e q u a t i o n  i n  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s  i s
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g i v e n  b y  4 . 1 ,  or

+ K 4̂  = c    i 4 - i

where  a run 1 - 3 .

U s i n g  t h e  oo inm u tat ion  r e l a t i o n s  4 . 2  we c a n  f i n d  from

1 6 . 1  t h e  t h r e e  f o l l o w i n g  f i r s t - o r d e r  m u t u a l l y  comm uting  

o p e r a t o r s

( a )  y

( b )  - X  %  (   , b - a

and ( c )  1- I . i

We i n t e r p r e t  ( a )  a s  t h e  " r e s t - m a s s "  o p e r a t o r ,  ( b )  

a s  t h e  H a m i l t o n i a n  o f  t h e  s y s t e m  o r  t h e  t o t a l  e n e r g y ,  

w h i l e  ( c )  i s  t h e  o p e r a t o r  r e l a t i n g  t o  t h e  com ponent  

o f  a n g u l a r  momentum. The f i r s t  two t e r m s  o f  t h i s

o p e r a t o r  a r e  t h e  o r d i n a r y  o r b i t a l  a n g u l a r  momentum, and  

t h e  t h i r d  i s  t a k e n  to  r e p r e s e n t  t h e  s p i n ,  sh o w in g  t h a t
O Jdr

t h e  ' s p i n  o p e r a t o r  i s  i . i  , a r e s u l t  we p r e s u p p o s e d  i n  

§ ( 4 ) p .  2   ̂ .

T h i s  same p r o b le m  can a l s o  b e  t r e a t e d  u s i n g  t h e  

Bhabha e q u a t i o n  in  s p h e r i c a l - p o l a r  c o - o r d i n a t e s .

Here  cx x  o cXcç'̂  —    ( 4 - 3

so dc‘ = - T ,  ~ CÇ J A T
S   I 4

and -A  ̂ I , ^  , -Xc. — »

S u b s t i t u t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n  1 4 . 2  'we o b t a i n
c <p 0   ̂ — o o ^  o Q  o ** T
i  T-&, j  -t- 4r < ^ S  X  - ia  J

o I O G c>
J T T c e  Tc?

x  m u l t i p l i e d  p e r h a p s  b y  -C t o  g i v e  r e a l  e i g e n - v a l u e s .
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The o p e r a t o r s  a n a l o g o u s  to  t h o s e  i n  1 6 . 2  a r e  now

( a )  o p e r a t o r  i n  l a r g e  brackets  on l e f t - s i d e  o f  1 6 . 5

(b )  -  -  - f n  '

and ( c )

The “V  com ponent  o f  a n g u l a r  momentum i s  now d e n o t e d  

m e r e l y  b y  ^  , t h e  u s u a l  r e s u l t ,  and t h e r e  i s  no e x p l i c i t  

' m e n t i o n  o f  t h e  s p i n .  T h i s  a p p a r e n t  c o n t r a d i c t i o n  w i t h

1 6 . 2  a r i s e s  b e c a u s e  h e r e  t h e  m a t r i c e s  a r e  v e c io  r s ,

w h ic h  a r e  c o n t i n u a l l y  c h a n g i n g  i n  d i r e c t i o n  a s  t h e y  

r o t a t e  w i t h  t h e  9 '  a x e s .  To make t h e  t r e a t m e n t

c o m p a r a b le  w i t h  t h a t  o f  1 6 . 2  we m u s t  f i n d  t h e  form  o f  

1 6 . 6 ( c )  r e f e r r e d  to  f i x e d  a x e s .  From f ( 4 )  p .  2  2
£> I

we know t h a t  t h e  a r e  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e

r o t a t i o n  g r o u p  in  f o u r  d i m e n s i o n s ,  so t h e  o p e r a t o r  

n e c e s s a r y  to  r e t u r n  to  f i x e d  ^  m a t r i c e s  i s  t h e  t r a n s -
o ^

f o r m a t i o n  i n  t h e  " 9 " p l a n e ,  t h a t  i s  T.i .  , w h ic h  i s  

t h e  e x t r a  term  fo u n d  i n  1 6 . 2 .

From t h i s  p o i n t  o f  v i e w  t h e  c o n c e p t  o f  s p i n  a r i s e s  a s

a c o n s e q u e n c e  o f  a l w a y s  r e f e r r i n g  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  e v e n t s  

t o  a f i x e d  c a r t e s i a n  r e f e r e n c e  f r a m e ,  i n s t e a d  o f  to  one  

e x h i b i t i n g  t h e  n a t u r a l  symmetry o f  t h e  s y s t e m  u n d e r  d i s 

c u s s i o n .  Or,  i n  o t h e r  w o r d s ,  v h e n  we sa y  a p a r t i c l e  h a s

maximum s p i n  we mean no more t h a n  t h a t  i t  i s  d e s c r i b e d
o

b y  a Bhabha e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  m a t r i c e s  w h ic h  J h a v e  

t h e  maximum e i g e n - v a l u e  o f  A . T h i s  i n t e r p r e t a t i o n  o f  

s p i n  i n  t h e  D i r a c  c a s e  h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  p o i n t e d  o u t  b y  

E d d i n g t o n  ( 3 6 )  p . 1 2 1 .
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A p p e n d ix

The form o f  t h e  sy m m e tr ic  energy-m om entum  t e n s o r  

g i v e n  b y  P a i s  i s

= A. - — ("
w h ere  t h e  0.̂ 1 a r e  t h e  u n d o r  v a r i a b l e s  o c c u r r i n g  i n  t h e  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  f i e l d ,  ^  i s  t h e  L a g r a n g i a n  and 

i s  d e f i n e d  b y

( R . ~ T  ^  \  3 ) ' ^ ' ’ -',—  ]  — C-3-J

w h ere  . 2 ) ^ ' " —  =  --------- C-sj

In  o u r  e a s e  ( 1 5 . 1 )

^  *-0 4^. ^ +- vV’‘ 0 ^<4" ' ■ ------------

and t h e  Q<. a r e  and _

V a r y i n g  4" 4̂  g i v e s  t h e  f i e l d

4 /, ;  -V èi

(14/ O Jv -  0
<

A l s o  from  ( 3 )

2 ) =  1 4 ; 0  =i ~  I 4^ —-----

and U.=^'~T''*“ _  ■J—  X'-''" 1  ^ ^ ^ 4 »

=  4  — C-7J

The f i r s t  t e r m  o f  t h i s  i s

- t  1 •+'’‘ 0 w — I  4^]

1 5 , 4  and 1 5 . 5
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• u s i n g  1 0 . 5
4 ) o ’’' c >r ' ^- 4 i

w h ere  we h a v e  u s e d  ( 5 )  
• . »

. . ( 1 )  g i v e s

1  4''' 0 Ll <=>■

1  -  =^-vX ÿ-: \

1. Ly" 0  Ü  «'-L 4'-, V O'-, -;3
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CHAPTER 4

The S o l u t i o n  o f  t h e  D i r a c  E q u a t i o n  ' /

The u s u a l  m ethod o f  s o l v i n g  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  i s  

to  t a k e  some s p e c i a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  ^ m a t r i c e s  

and v j r i t e  down e x p l i c i t l y  t h e  f o u r  f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n s  

so r e s u l t i n g .  T h e se  can be  g r o u p e d  i n t o  two p a i r s  o f  

e q u a t i o n s  i n  two-unknow n w a v e - f u n c t i o n s , 4^i and 4^^ s a y ,  

and t h e  s o l u t i o n s  f o r  t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  e i t h e r

by

( a )  t h e  m ethod o f  s i m u l t a n e o u s  p o w er  s e r i e s  a p p l i e d  t o  

t h e  tW'O e q u a t i o n s  ( s e e  D i r a c  ( 4 7 )  p . 2 68  and IVeyl ( 3 1 )  

p . 2 3 4 ) .

( b)  e l i m i n a t i n g  (or4'T_ ) fro m  t h e  two e q u a t i o n s ,  so 

o b t a i n i n g  a s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  i n  one  d e p e n d e n t  

v a r i a b l e  w h ic h  can b e  s o l v e d  b y  t h e  o r d i n a r y  t h e o r y  o f  

d i f f e r e n t i a # !  e q u a t i o n s  ( s e e  Taub ( 3 7 ) ,  and P o d o l s k i  ( 4 0 ) ) ,

More s a t i s f y i n g  m e t h o d s  n o t  i n v o l v i n g  a n y  p a r t i c u l a r  

r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  Y m a t r i c e s  b u t  d e p e n d i n g  o n l y  on 

t h e i r  c o m m u ta t io n  r e l a t i o n s  h a v e  b e e n  g i v e n  b y  S a u t e r  

and T e m p le .  S a u t e r  ( 3 0 )  u s e s  an i n g e n i o u s  d e v i c e  

w h ic h  l e a d s  t o  two f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n s  a n a l o g o u s  t o  

t h o s e  f o u n d  a b o v e ,  and h i s  t r e a t m e n t . t h e n  f o l l o w s  t h e  

m e t l io d s  ( a )  o r  ( b ) .  T em ple  ( 3 0 ,  3 1 ,  3 4 )  h a s  g i v e n  two 

p r o c e d u r e s .  The f i r s t  ( 3 0 )  a p p l i e s  t h e  m eth o d  o f  p o w er  

s e r i e s  t o  t h e  f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n  i n v o l v i n g  t h e  m a t r i c e s
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w h i l e  t h e  s e c o n d  ( 3 1 , 3 4 )  i n v o l v e d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e
K

a l g e b r a i c  t h e o r e m ,  " a n y  two m u t u a l l y  comm uting o p e r a t o r s  

m ust  h a v e  a common e i g e n - f u n c t i o n " , i n  o r d e r  t o  p a s s  

from  t h e  f i r s t - o r d e r  e q u a t i o n  t o  a s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  V' m a t r i c e s .

In  t h i s  c h a p t e r  we w i l l  u s e  t h e  s e co n d  m ethod o f  

Temple ' s ,  b u t  w i l l  com b ine  w i t h  i t  n o t  t h e  u s u a l  t h e o r y  

o f  s e c o n d - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  b u t  a r e c e n t  

t r e a t m e n t  g i v e n  b y  S o h r o e d i n g e r  ( 4 0 a ,  4 1 )  f o r  the  d e t e r 

m i n a t i o n  o f  e i g e n - f u n c t i o n s  and e i g e n - v a l u e s .  The 

c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  two p r o c e d u r e s  g i v e s ,  I  t h i n k ,  t h e
I. -

s i m p l e s t  m eth o d  o f  d e a l i n g  w i t h  t h e  D i r a c  e q u a t i o n .

The f i r s t  p r o b le m  t r e a t e d  i s  t h a t  o f  a p a r t i c l e  

m o v in g  i n  a h o m o g e n e o u s  m a g n e t i c  f i e l d .  S o l u t i o n s  i n  

t e i m s  o f  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s  h a v e  b een  g i v e n  b y  

H u f f  ( 3 1 )  and von Laue ( 3 4 ) ,  and t h e  p r o b le m  i s  o f  

i m p o r t a n c e  i n  d i s c u s s i o n s  o f  t h e  p a k t h s  o f  e l e c t r o n s  

u n d e r  such  c o n d i t i o n s ,  f o r  ex am p le  i n  t h e  d e f l e c t i o n  

e x p e r i m e n t ' s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  ̂  .C "

We s h a l l  g i v e  a s o l u t i o n  u s i n g  t h e  n a t u r a l  c y l i n d r i c a l

symmetry o f  t h e  p r o b l e m .

The s e c o n d  p r o b le m  c o n c e r n s  t h e  v a l u e  f o r  t h e  e n e r g y -

l e v e l  s  o f  t h e  h y d r o g e n  a to m  i n  t h e  h y p e r s p h e r e .  

S o h r o e d i n g e r  ( 4 0 a )  h a s  g i v e n  t h e  s o l u t i o n  s t a r t i n g  from

H f o r  a p r o o f  o f  t h i s  s e e  S d d i n g t o n  ( 3 6 )  p . 4 5 .
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t h e  S o h r o e d i n g e r  e q u a t i o n ,  b u t  so f a r  t h e  p r o p e r  r e l a -  

t i v i s t i o  t r e a t m e n t  ba. s  n o t  b een  g i v e n .  A s  m i g h t  b e  

a n t i c i p a t e d  t h e  e x t r a  e f f e c t s  due t o  s p a c e - c u r v a t u r e  a r e  

v e r y  s m a l l ,  b u t  t h e  s o l u t i o n  i n t r o d u c e s  q u e s t i o n s  o f  c o n 

s i d e r a b l e  t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t .  We s h a l l  s o l v e  t h e  

p r o b l e m  u s i n g  t h e  t y p e  o f  s p h e r i c a l  c o - o r d i n a t e s  a p p l i c 

a b l e  t o  t h e  h y p e r s p h e r e .

( 17 )  D o t a t i o n  f o r  t h e  D i r a c  E q u a t i o n  

We s h a l l  f i n d  i t  m ore  c o n v e n i e n t  to  u s e  t h e  n o t a t i o n  

o f  E d d i n g t o n ^ s  E numbers ( w i t h  s q u a r e s  ) ,  i n s t e a d  o f

t h e  u s u a l  D i r a c  m a t r i c e s  , a s  t h e y  e n a b l e  c o m m u t a t io n  

p r o p e r t i e s  to  be  more e a s i l y  r e c o g n i z e d .

T h e se  f i f t e e n  E numbers h a v e  t h e  p r o p e r t i e s  

( E d d i n g t o n  ( 4 6 )  p . l O ? )

— —I \ —  i v y
^  E  v/(T . I

w h ere  run 0 - 5 ,  a n d ^ ,^ ,< r , ' c , , \ , f )  a r e  an e v e n  permu

t a t i o n  o f  0 , 1 , 2 , 3 , 4 , &  5 .

W e -ta k e  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e s e  E numbers and 

t h e  g" m a t r i c e s  t o  b e  g i v e n  b y

The D i r a c  e q u a t i o n  f o r  a n y  o r t h o g o n a l  m e t r i c  i n  t h e  

p r e s e n c e  o f  an e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  th e n  b e c o m e s  from

1 4 . 5  and 1 5 . 1 0
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5 
-C

w h ere  -e i s  t h e  c h a r g e  on t h e  e l e c t r o n ,  and i s  t h e

f o u r - p o t e n t i a l  o f  t h e . e x t e r n a l  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .

( 1 8 )  The M o t io n  o f  an E l e c t r o n  i n  a H om ogeneous  
M a g n e t i c  i^' ie ld .

In  c y l i n d r i c a l  c o - o r d i n a t e s  t h e  l i n e - e l e m e n t  i s  

g i v e n  b y

^  5  ̂ ^ —cvLxV̂ -    ' I

 ̂ 7C* ~ > v  0 ‘-*' =. <9- -)c ^ =: ^  = -J ^  '\-
S -— i V ' i

-^ i — I -.A- -jl. —-A. ^ I ~  I J

The f i e l d  i s  t a k e n  to  be  a l o n g  t h e  a x i s  -  i t  i s
I
t h e r e f o r e  d e s c r i b e d  b y  t h e  c a r t e s i a n  c o m p o n e n t s

\  H -  -  tu. H9L -----

w h ere  H i s  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  m a g n e t i c  f i e l d .

U s i n g  t h e  r e l a t i o n s

1C -= "V  <9 — -A, »i2.— 2 5  ~  ' I r

we g e t  f r o m  1 8 . 3

«Fa  -  c p t = o  - ~"x H A"̂  4̂

The D i r a c  e q u a t i o n  1 7 , 3  t h e r e f o r e  b e c o m e s

- t:  E . *r C -t- 4--C  E t t r  l ! ; , C 4 "

2)4' . _  c>̂
^  3)" -V* ^ — > z z J /  -—  1 9-

w h ere
^  — i4j2. —  , C

Dow E d d i n g t o n  ( 3 6 ) , p . 1 4 0  h a s  sliown t h a t  t h e  s o l u t i o n  

o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  d e p e n d s  e s s e n t i a l l y  on b e i n g  a b l e  

t o  f i n d  f o u r  m u t u a l l y  commuting o p e r a t o r s  f o r  t h e  p r o b l e m
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in  hand. As in  quantum m ech a n ics  co m m u ta b i l i ty  and non

i n t e r f e r e n c e  are  a lm ost  synonymous, t h i s  means we can f in d  

fo u r  c o n s t a n t s  o f  t h e  m otion  f o r  our problem, to w i t  the  

four e i g e n - v a l u e s  o f  t h e s e  o p e r a t o r s ,  and the  v a r i o u s  

s o l u t i o n s  to th e  problem can then be c l a s s i f i e d  in  term s  

o f  t h e s e  c o n s t a n t s .  T h is  p r o c e s s  i s  t h e  ana logue  o f  

the  s o l u t i o n  by “s e p a r a t io n  o f  v a r i a b l e s  in  th e  o r d in a r y  

th e o r y  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n s ,

From 1 8 , 5  t h e  f o l l o w i n g  f o u r  f i r s t - o r d e r  m u t u a l l y -  

commuting o p e r a t o r s  can b e  o b t a i n e d .

( 11)
“ ■S--7

( 1 1 1 )  - - # ■ ©

( I v )

The c o r r e s p o n d i n g  e i g e n - v a l u e s  w i l l  b e  d e n o t e d  b y

- K  f  q. A    ?

The f i r s t  o f  t h e s e  r e l a t e s  to th e  r e s t - m a s s  o f  the  

e l e c t r o n ,  the  second to i t s  t o t a l  en er g y ,  t h e  t h i r d  to  

th e  'V component o f  th e  a n g u la r  momentum w h i l e  th e  fo u r th  

r e p r e s e n t s  th e  component o f  th e  o r d in a r y  momentum.

We now d e a l  in  turn  w i th  the  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  

t h e s e  q u a n t i t i e s .

(a)  Value o f  ^  T h is  v a lu e  i s  unique and i s  g iv en  in  

th e  i n i t i a l  d a ta  to t h e  problem.

(b) V a lu e s  o f  *  From 1 8 , 7  th e  eq u a t io n  to be  s a t i s f i e d
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i s  --: ■
/ : - 

... 4 ) =

and -Ax can h a v e  an y  v a l u e  w h a t s o e v e r -------------------------

( 0 ) V a l u e s  o f

4  ̂ ^ -e. . . .  —i_ r ^ ' i o
’

The p h y s i c s  o f  t h e  p r o b l e m  i m p l i e s  t h a t  t h e  wave -  

f u n c t i o n  o f  ^  m u s t  h e  e i t h e r  s i n g l e  o r  d o u b l e - v a l u e d ,  and  

we m u st  now t r e a t  t h e s e  two c a s e s  s e p a r a t e l y

( i )  ^  s i n g l e - v a l u e d

m ust  be  i n t e g r a l _________________________________

( i i )  Lp d o u b l e - v a l u e d

must be h a l f - i n t e g r a l  — - v

■;> In both  o a s e s  may be e i t h e r  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e .

( d ) V a lu e s  o f  ^

On̂  s u b s t i t u t i n g  from 1 8 . 8  i n t o  1 8 . 5  we o b t a i n   i

We now a p p l y  t h e  o p e r a t o r  w i t h i n  t h e  l a r g e  b r a c k e t s  

on t h e  l e f t  s i d e  o f  t h i s  e q u a t i o n  ( t h a t  i s  t h e  o p e r a t o r  

1 8 . 7 ( i ) ) ,  t o  b o t h  s i d e s  o f  1 8 . 1 3 .  '

The r e s u l t  o f  t h i s  i s  t h e  e q u a t i o n  (w h e r e  we h a v e  

u s e d  1 7 . 1 )

+ - c e .a  C ^  >+'=‘̂  -----
.How t h e  o p e r a t o r  in  l a r g e  b r a c k e t s  on the  l e f t  o f
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1 8 . 1 4  c l e a r l y  com m utes  r i t h  . so from t h e  a l g e b r a i c  

t h e o r e m  ( s e e  ) t h e s e  two o p e r a t o r s  h a v e  a common

e i g e n - f u n c t i o n .  L e t  t h i s  common e i g e n - f u n o t i o n  b e  J  

w h ere

> —  I ( t*"
o r  4  '

a c c o r d i n g  a s  6 , 2. h a s  t h e  e i g e n - v a lu e  ,

I n s e r t i n g  $  and t h e  two p o s s i b l e  e i g e n - v a  l u e s  o f  

e , a  i n t o  1 8 . 1 4 ,  t h e  f o l l o w i n g  two s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n s ,  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  E n u m b ers ,  a r e  o b t a i n e d .

^-A-

In  t h e  n e x t  s e c t i o n  we s h a l l  a p p l y  S o h r o e d i n g e r ^ s

m ethod  t o  f i n d  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  g  a l l o w e d  b y  

t h e  e q u a t i o n  1 8 . 1 6 ,
$

*  ,
( 1 9 )  S o h r o e d i n F e r '  s  Method o f  D e t e r m i n i n g  E i g e n - V a l u  e^.  

Y/e w r i t e  1 8 . 1 6  i n  t h e  form

w h ere  g 1 II  — — —i---------------------------- -----

and s h a l l  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  a s  an e i g e n - v a  lu e p r o b le m  

f o r  A , r e t u r n i n g  to  £  t h r o u g h  e q u a t i o n  1 9 . 2 .

y/e f i r s t  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  w i t h  t h e  p o s i t i v e  

s i g n s  i n  1 9 . 1  and 1 9 . 2 .

I t  can be  v e r i f i e d  t h a t  1 9 . 1  can  b e  w r i t t e n  i n  t h e

------------------------------------------------- -T--------------------------;-----------------------------------
X A v a r i a n t  o f  t h i s  m e th o d  h a s  b e e n  g i v e n  b y  I n f  e ld  ( 41 )
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two f o r m s

I  (  "Sx + ^  ^  -t- f

■w L_ Cl- V-  ̂ 1 ÿ  — «J?   V q '
and ^
I I  c ;m, - ' l ^ ^ ) C- x v  ^  I-SZVI - ' ^ ■ ^ )  ÿ

1- CCg- '̂ x̂)  ̂ + ^  = o  -^9- 4-
vihere

A -  -~i L 4-1  ̂   iT
I t  can b e  s e e n  t h a t  we p a s s  f r o m  t h e  f a c t o r i z a t i o n  

I  to t h e  f a c t o r i z a t i o n  I I  b y  r e v e r s i n g  t h e  o r d e r  o f  t h e  

f a c t o r s  and r e p l a c i n g  b y  a

How s u p p o s e  we h a v e  fo u n d  some s o l u t i o n  $  from

1 9 . 3  c o r r e s p o n d i n g  to  a p a r t i c u l a r  v a l u e  o f  , and c o n 

s i d e r  t h e  f u n c t i o n

S> = L ^  4- ^    I

Ou m u l t i p l y i n g  1 9 . 4  t l i r o u g h o u t  b y  t h e  o p e r a t o r

) , we f i n d  4^ s a t i s f i e s  t h e

e q u a t i o n
( x \  T ^ ) @  = o

SO , f r o m  1 9 . 3  (ED m ust  b e  t h e  e i g e n - f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  

to  t h e  v a l u e  o f  o. ,

T h at  i s ,  s t a r t i n g  w i t h  a n y  s o l u t i o n  <5 c o r r e s p o n d i n g  

t o  a p a r t i c u l a r  v a l u e  o f  , we can f i n d  s o l u t i o n s  

c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  v a l u e s  c -̂ 2̂.,  ̂ e t c . ,  b y

o p e r a t i n g  on ^  w i t h

- ■ I

S i m i l a r l y  i t  can  b e  shown t h a t  s o l u t i o n s  c o r r e s 

p o n d i n g  to  t h e  v a l u e s  e t c .  , a r e  o b t a i n e d

b y  o p e r a t i n g  on ^  w i t h
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. s-

We o a l l  1 9 . 7  and 1 9 . 8  t h e  tw;o " m a n u f a o t u r in g "  

o p e r a t o r s  f o r  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  1 9 . 1

A s o l u t i o n  o f  1 9 . 3  to  b e g i n  w i t h  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  

p u t t i n g  ^
cu -  w +   I 9 ' 9

The c o r r e s p o n d i n g  ^  t h e n  s a t i s f i e s

) cf = o

^  — ' —"  ̂ ■ to

By r e p e a t e d  o p e r a t i o n  on 1 9 . 1 0  w i t h  t h e  m a n u f a c t u r i n g  

o p e r a t o r  1 9 . 7 ,  we t h e r e f o r e  f i n d  a s e r i e s  o f  e i g e n - f u n c -  

t i o n s  o f  e q u a t i o n  1 9 . 1  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  

e i g e n - v a l u  e s  o f  ^  .

. , X—  ̂ 1
I ——' I  ̂ (

w h ere  ^  i s  i n t e g r a l .  )

We want now t o  show t h a t  t h e s e  a r e  t h e  o n l y  e i g e n 

f u n c t i o n s  and e i g e n - v a l u e s  o f  t h e  e q u a t i o n  1 9 . 1 .

L e t  u s  s u p p o s e  t h e r e  i s  some e i g e n - f u n c t i o n  c o r r e s 

p o n d i n g  to  a v a l u e  o f  ^  n o t  i n c l u d e d  i n  1 9 . 1 1 .  By  

r e p e a t e d . a p p l i c a t i o n  w i t h  t h e  o p e r a t o r  1 9 . 8  we c a n  o b t a i n  

t h e  e i g e n - f u n c t i o n  8 c o r r e s p o n d i n g  t o  e t c . ,

and t h i s  downward l a d d e r  o f  e i g e n - v a l u e s  w i l l  n o t  s t o p  

u n l e s s  a t  some s t e p  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  1 9 . 8  a n n i h i l a t e s  

t h e  l a s t  b r a c k e t  i n  1 9 . 3  -  t h a t  i s  i f  c. *■ \
But  t h i s  i s  j u s t  t h e  c a s e  co r r e  s p e n d i n g  t o  our  l a d d e r  o f  

e i g e n - v a l u e s  1 9 . 1 1 .  T h e r e f o r e  i f  we can shew t h a t  t h e
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downward l a d d e r  o f  e i g e n - v a l u e s  m ust  s t o p  so m e w h er e ,  t h e n  

t h e  o n l y  p o s s i b i l i t y  i s  t h a t  t h e  l a d d e r  i s  t h a t  i n  1 9 . 1 1 .
fTo show t h i s  we m u l t i p l y  1 9 .1  on t h e  l e f t  by

and i n t e g r a t e  from  . A f t e r  p e r f o r m i n g  a p a r t i a l

i n t e g r a t i o n  we o b t a i n  ^
1 - ? x v c - t -  j-i .  = o

Now t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  im p ly  t h a t  when

so  t h e  f i r s t  t e r m  i s  z e r o ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  i s  c l e a r l y

n e g a t i v e .  The t h i r d  term  m u st  t h e n  be p o s i t i v e ,  so  t h e

e x p r e s s i o n  i n  t h e  b r a c k e t s  t h e r e  m u st  be  p o s i t i v e  f o r

some v a l u e  o f
i . e .  A  ̂ > L*. % c—‘-t-
or

o r  - , ^   ̂V i ’" ( f r o m  1 9 . 5 )

so  (^<xvO ^ ^  I , 3

T h i s  means t h a t  ( e x c e p t  p e r h a p s  f o r ) t h e  downward  

l a d d e r  f o r  m u st  s t o p ,  an d  i t  s t o p s  t h e r e f o r e  w i t h  <3l=-—

o r  w i t h  t h e  e i g e n - f u n c t i o n  1 9 . 1 0 .  The o n l y  p o s s i b l e  

e i g e n - v a l u e s  t o  t h e  pro b lem  a r e  t h e n  t h o s e  g i v e n  by 1 9 . 1 1 . 

To c o v e r  t h e  c a s e  one  m ust  u n f o r t u n a t e l y  r e f e r  t o

t h e  o r d i n a r y  pow er  s e r i e s  s o l u t i o n  a b o u t  i n  o r d e r

t o  show t h e  e x h a u s t i v e n e s s .

From 19;:2 and 1 9 .1 1  we f i n d  f o r  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s

o f   ̂ X — s. U,**"—̂   ̂ —2  ̂ -V V-

o r    ^  - -= a. — _ I q .

We m ust  now c o m b in e  1 9 . 1 4  w i t h  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  

f o r  i n  1 8 .1 1  an d  1 8 . 1 2 .

We n o t i c e  f i r s t  t h a t  t h e  p h y s i c s  o f  t h e  prob lem
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i m p l i e s  t h a t  Ç $  m u s t  b e  f i n i t e .

U s i n g  1 9 . 1 0  t h i s  g i v e s  t h e  r e s u l t

1 - . q - o -
o r  '

SO t h e  s m a l l e s t  v a l u e  c a n  h a v e  i s  — t ,  a l l  o t h e r  

n e g a t i v e  v a l u e s  b e i n g  i m p o s s i b l e .

T h e r e  a r e  now tw o  c a s e s  t o  c o n s i d e r

( i )  ^  s i n g l e - v a l u e d ,  i n t e g r a l  a n d  Zr

From 1 8 . 1 6  â)nd 1 9 . 1 4  t h e  p o s s i b l e  e n e r g y  v a l u e s  a r e

w h e r e  s a n d  h a s  t h e  v a l u e s  - 1 , 0 , 1 , 2  e t c .

A l t h o u g h  t h e  c a s e ' s - - *  c o r r e s p o n d i n g  t o  i s

m a t h e m a t i c a l l y  p o s s i b l e ,  y e t  p h y s i c a l l y  i t  r e f e r s  t o  

n e g a t i v e  v a l u e s  f o r  w h i c h  w o u ld  seem  i m p o s s i b l e

f o r  t h i s  p r o b l e m .

( i i )  ^  d o u b l e - v a l u e d ,  h a l f - i n t e g r a l  and  ^  •

The e n e r g y  v a l u e s  a r e  h e r e

w h er e  and  h a s  t h e  v a l u e s  0 , 1 , 2 , e t c .

The p o s s i b i l i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  

d o u b l e - v a l u e d  w a v e - f u n c t i o n s  was f i r s t  p o i n t e d  o u t  by  

T e m p le  ( 3 1 ) p . 1 0 6 , 1 3 1 ,  a n d  by E d d i n g t o n ( 3 6 )  p . 6 0 , 1 5 0 ,  an d  

l a t e r  S c h r o e d i n g e r  ( 3 8 b )  sh o w e d  t h a t  t h e s e  tw o  s e t s  o f  

s o l u t i o n s  c o u l d  n o t  c o - e x i s t  i n  a n y  p a r t i c u l a r  p r o b l e m .

T h e s e  a l t e r n a t i v e  s o l u t i o n s  i n t r o d u c e  an a m b i g u i t y  

i i j t o  t h e  s o l u t i o n  o f  q u a n t u m - m e c h a n i c a l  p r o b l e m s  w h i c h
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np t o  t h e  p r e s e n t ,  t h e o r e t i c a l  c o n s i d e r a t i o n s  h a v e  b e e n  

u n a b l e  to  r e m o v e ,  t h e  o n l y  c r i t e r i o n  i n  c h o o s i n g  b e t w e e n  

them  b e i n g  t h e  p r a c t i c a l  one  o f  c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t .  

S c h r o e d i n g e r  c o m p a r e s  t h e  s i t u a t i o n  w i t h  r e g a r d  to  t h i s  

a m b i g u i t y  w i t h  t h e  s i m i l a r  one w h i c h  u n t i l  r e c e n t l y  e x 

i s t e d  i n  t h e  a s s o c i a t i o n  o f  t h e  F e r m i - D i r a c  o r  B o s e - S i n -  

s t e i n  s t a t i s t i c s  w i t h  a s s e m b l i e s  o f  i d e n t i c a l  p a r t i c l e s .

In  t h a t  c a s e  P a u l i  ( 4 0 )  h a s  now shown t h a t  a k n o w le d g e  o f  

t h e  e p i n  o f  t h e  p a r t i c l e s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  s u f f i c i e n t  

t o  u n i q u e l y  d e t e r m i n e  t h e  form o f  t h e  s t a t i s t i c s  d e s c r i b i n g  

th e m .  H ere  h o w e v e r  t h e  a m b i g u i t y  seem s to  c o n c e r n  som e-  

t h i n g  i n n a t e  i n  t h e  form o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  i t s e l f .

' M o r e o v e r  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  a m b i g u i t y  m e n t i o n e d  a b o v e ,  we 

s h a l l  s e e  i n  § ( 2 1 ) ,  p .  , t h a t  b y  s o l v i n g  t h e ' D i r a c  

e q u a t i o n  i n  o n e  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  u s i n g  t h e  s i n g l e 

v a l u e d  w a v e - f u n c t i o  n s , we g e t  t h e  same e n e r g y - v a l u e s  

a s  when we' s o l v e  t h e  e q u a t i o n  i n  a d i f f e r e n t  c o - o r d i n a t e  

s y s t e m  and y e t  u s e  t h e  ' d o u b l e - v a l u e d  f u n c t i o n s .  T here  

i s  p r e s u m a b l y  some r e a s o n  f o r  t h i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  

s t r u c t u r e  o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n ,  b u t  a s y e t  i t  h a s  n o t  b een  

p o i n t e d  o u t .

For  o u r  p r o b l e m  t h e  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  i s  i n 

c o n c l u s i v e  and e i t h e r  o f  t h e  s e t s  1 9 . 1 6  o r  1 9 . 1 7  ( w h i c h  

o n l y  d i f f e r  b y  a c o n s t a n t )  e x p l a i n  t h e  r e s u l t s  e q u a l l y  

w e l l .  ' The r e s u l t  f o u n d  b y  H u f f  ( 3 1 )  c o i n c i d e s  w i t h  t h a t  

 ̂ f rom t h e  s i n g l e - v a l u e d  wave f u n c t i o n s ,  t h a t  i s  1 9 . 1 6 .  A

1
I
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f u l l  a c c o u n t  o f  t h e  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e s e  r e s u l t s  t o  

t h e  d e f l e c t i o n  e x p e r i m e n t s  w i l l  he  f o u n d  i n  t h e  p a p e r s  

o f  H u f f  and von Laue ( 3 4 ) ,  and a l s o  i n  a p a p e r  b y  

L e i g h - P a g e  ( 3 0 ) ,  w h er e  t h e  t r e a t m e n t  u s i n g  t h e  S o h r o e d -  

i n g e r  e q u a t i o n  i s  g i v e n  and d i s c u s s e d .

The t r e a t m e n t  o f  t h e  o t h e r  e q u a t i o n  c o n t a i n e d  i n  

1 9 . 1  w i t h  t h e  n e g a t i v e  s i g n s  h a s  s t i l l '  t o  be  g i v e n ,  b u t  

u s i n g  i d e n t i c a l  m e t h o d s  t o  t h o s e  a b o v e ,  i t  can b e  n 

t h a t  i t  l e a d s  to  e x a c t l y  t h e  same e i g e n - f u n c t i o n s  and 

e i g e n - v a l u e s  and so y i e l d s  n o t h i n g  new.

(20)  The D irac  Equation f o r  th e  Hydrogen Atom in  
th e  Hyper s p h e r e .

We s h a l l  now d i s c u s s  t h e  p r o b le m  o f  f i n d i n g  t h e  

e n e r g y - l e v e l  s  o f  t h e  h y d r o g e n  a to m  i n  t h e  hy^Dersphere .  

We t a k e  a x e s  c o - m o v i n g  w i t h  t h e  p r o t o n  i n  t h e  h y d r o g e n  

ato m ,  and t a k e  a s  l i n e  e l e m e n t  ( M d i n g t o n  (3 7  ) p . 1 5 6 ) .

H ere  i s  an a n g u l a r  v a r i a b l e  r a n g i n g  from  o- tt ; 

i t s  r e l a t i o n  t o  t h e  u s u a l  " f l a t "  r a d i a l  v a r i a b l e  i s  

g i v e n  b y

— iX 1
I --  ̂ <S*̂ K oO  ̂  ...

a  X ^

<1 ( a  c o n t a n t )  i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  h y p e r  s p h e r e .

From 2 0 . 1  we o b ta in

■>c‘ - A  -  ĉ  DC -  -C ^ \

<1̂  ‘Y'lx ~ iZ\a.— (ÿ. ̂  c  /

‘♦‘f _

aJ^  -  n ' ^ ^ i i
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-A. I -  fK. --a-— X , ^ -tf-—I & I c9 — I    2- O ' ̂
C c*y—̂  . 3

We m ust  n e x t  d e t e r m i n e  t h e  p r o p e r  form  f o r  t h e  p o t e n t i a l  

b e t w e e n  t h e  p r o t o n  and t h e  e l e c t r o n  in  t h e  m e t r i c  2 0 . 1 .

T h i s  p o t e n t i a l  i s  a ssum ed  t o  b e  s t a t i c  and symmet

r i c a l ,  t h a t  i s ,  i t  h a s  t h e  fo r m

-  O \  y ’
> ——■ • %. o ' V"

cp  ̂ a f u n c t i o n  o n l y  o f  ,  j 

D e n o t i n g  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  s t r e n g t h s  b y

w h ere

- - f . ,  ------— a o . v

we f i n d  from  2 0 . 4  t h a t  t h e  o n l y  s u r v i v i n g  c o m p o n e n t s  

a r e  -

=• ^  ( s a y )    x o ' é
<f) X

How t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  a r e  ( E d d i n g t o n  ( 3 7 )  p .D B)

-  ■  ^ ^ - 7
cDcT

w h ere  aT^ i s  t h e  t e n  so r - d e n s i t y  c o r r e s p o n d i n g  t o  4 ^ ’^

and i s  t h e  t e n  s o r - d e n s i t y  o f  t h e  c u r r e n t  v e c t o r .

U s i n g  2 0 . 3  and 2 0 . 6  we h a v e  /

f  " ceui -
(X

 ̂ q>J

T h e r e f o r e ,  from  2 0 . 7 ,  t h e  c o n d i t i o n  t h e r e  w i l l  b e  

no c h a r g e  o r  c u r r e n t  ( e x c e p t  a t  t h e  p r o t o n  i n  t h e  o r i g i n )  

I S  t h a t

Î. — C A e
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so

w h ere  i s  some c o n s t a n t ,  and a s  i n  t h e  l i m i t  ,

cç  ̂ -s, , i t  can be  s e e n  i s  t h e  u s u a l  c h a r g e  o n

t h e  p r o t o n .

S u b s t i t u t i n g  now from  2 0 . 8  and 2 0 . 3  i n t o  t h e  D i r a c  

e q u a t i o n  1 7 . 3  we o b t a i n

I  ;- ^ =-K4^  2c-<]
i w h ere   ̂ - iÎ • = -e — I  ̂V  2. C2 - ( ft

and i s  t h e  f i n e - s t r u c t u r e  c o n s t a n t  ( -  i n  u s u a l
^  c

V u n i t s ) .

'r The e q u a t i o n  2 0 . 9  a d m i t s  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o u r
i  '

I f i r s t - o r d e r  m u t u a l l i /  comm uting o p e r a t o r s .

 ̂ ( i )  c o m p l e t e  o p e r a t o r  on t h e  l e  f t - s i d e  o f  2 0 . 9

{■ c ^
K ' - V ---
■ ( i i i )  -  , 1

I ( I t ) - - ■ £ = (  ■

The c o r r e s p o n d i n g  e i g e n - v a l u e s  a r e  d e n o t e d  by

— ^ Z  2.0 . iX

The f i r s t  r e l a t e s  t o  t h e  r e s t  - m a s s ,  t h e  s e c o n d  t o  

t h e  t o t a l  a n g u l a r  momentum, t h e  t h i r d  to  t h e  - y  

com p onent  o f  a n g u l a r  momentum, w h i l e  t h e  l a s t  i s  t h e  

t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m .
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l a  t h e  n e x t  s e c t i o n s  we s h a l l  d i s c u s s  t h e  p o s s i b l e  

v a l u e s  o f  t h e s e  q u a n t i t i e s .

( 2 1  ) The E i p e n - V a l u e s  o f  K , .

( i )  V a lu e  o f  <  T h i s  v a l u e  i s  u n i q u e  and i s  a g i v e n  

c o n s t a n t  o f  t h e  problem'.

( i i )  Val ues  o f . The equat i on t o  be s a t i s f i e d  i s

dk
so -

and a s  i n  t h e  p r e v i o u s  p r o b le m  t h e r e  a r e  two c a s e s  t o  be  

con s i d e  r e d  ^

(a) 4  s in g le -v a lu e d , —-v ' in te g r a l  ' — xv - 1

and (b) d o u b l e - v a l u e d h a l f - i n t e g r a l .  , — -xi -x

( i i i )  Values o f  y

From 2 0 , 1 1  we f i n d  t h e  e q u a t i o n

C "a ' A H 4  ~ V 4  ~ ■2-1 • 3

S c h r o e d i n g e r  ( 4 1 )  h a s  shown t h a t  t h i s  e q u a t i o n  i s  . 

a s l i g h t l y  more g e n e r a l  o n e  t h a n  t h a t  c o n s i d e r e d  b y  

Weyl (3 1  ) p . 2 3 0 ,  f o r  h i s  " s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  w i t h  s p i n " .  

We s h a l l  h o w e v e r  t r e a t  t h e  e q u a t i o n  b y  o u r  m e th o d .

A p p l y i n g  t h e  o p e r a t o r  i n  t h e  l a r g e  b r a c k e t  t o  b o t h  

s i d e s  o f  2 1 . 3  we o b t a i n ,  a f t e r  some s i m p l i f i c a t i o n ,  t h e  

s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n

 ̂ ^  ^  L  1 - t  -  Ê T & ]  1

  X ' '
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i = ^  ~ T h e::va lue  ^  i e  UD-i-xpre--^ndr—i-g a- g i v e n  p ie^«= = o*

feta-for:---4;he p r o b -l-esttx

t e y :  The o p e r a t o r  i n  t h e  l a r g e  b r a c k e t  i n  2 1 . 4  commutes

w i t h  5x3  , so t h e s e  two o p e r a t o r s  m ust  h a v e  a common 

e i g e n - f u n c t i o n  $  , w h ere

^ ( -------------  XL'1>“

a c c o r d i n g  a s  E x> h a s  t h e  e i g e n - v a l u e  ±  4  .

I n s e r t i n g  ^  , and t h e  two e i g e n - v a l u e s  -A, f o r  Ex-v, 

we o b t a i n  f r o m  2 1 . 4  t h e  two e q u a t i o n s

L C r  —  cco<9 ) A cF -  o  —  x  i - 4

w h ere  we h a v e  m u l t i p l i e d  t h r o u g h o u t  b y  ^ •

T h ese  a r e  now t h e  e q u a t i o n s  f o r  w h ic h  we m ust
i '

d e t e r m i n e  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  .

The f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  o f  2 1 , 6  a r e  a p p a r e n t :

( 1 )  Any s o l u t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  a v a l u e  -t-4 i s  

i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  f o r  .

( 2 )  A s o l u t i o n  o f  one  o f  t h e  e q u a t i o n s  2 1 . 6  c o r r e s ^  

p o n d in g  t o  a v a l u e  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  o f  t h e  

o t h e r  e q u a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  v a l u e z ; — •— x i - y

r#e s h a l l  t h e r e f o r e  i n v e s t i g a t e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  

b o t h  o f  t h e  e q u a t i o n s  2 1 . 6  and r e s t r i c t  o u r s e l v e s  to  

p o s i t i v e  v a l u e s  o f  and -y  . The n e g a t i v e  s o l u t i o n s

can t h e n  be  d e d u c e d  from  t h e  r e l a t i o n s  2 1 . 7  a b o v e .
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( a )  " P o s i t i v e "  e q u a t i o n  from  2 1 . 6

The f a c t o r i z a t i o n s  o f  t h i s  e q u a t i o n  a r e

L(if-“h.? -̂*-' 1̂*^— "L ]  ^  = u    x t 'S '
and ' ^  ,

" 9

w h ere  = -CIZ j, _
, - c y - V )  7 7 7 1 ^ , ---------------- --------

The f a c t o r i z a t i o n  I I  i s  o b t a i n e d  from  I  b y  c h a n g i n g  

t h e  o r d e r  o f  t h e  f a c t o r s  and r e p l a c i n g   ̂ b y  y - h t  .

The m a n u f a c t u r i n g  o p e r a t o r  w h ic h  c h a n g e s  an e i g e n 

f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  some v a l u e  o f  -y , t o  an e i g e n 

f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  v a l u e  ( 1 ) i s

^ ^   ̂(. 7  +-  —  _ X I • tv
XC 3- *-\.J

A s o l u t i o n  t o  b e g i n  w i t h  i s  o b t a i n e d  b y  p u t t i n g

i . e . 0-»
C . - r - 7 )  — T  . , -  — " - t ,  =0

SO *1 -o. " ---------------------------------------------------------------- -------- -------. 1* 12 .

u n l e s s  when = o  . -------

The f i r s t  a l l o w e d  v a l u e  o f  7  i s  t h e r e f o r e  +

and t h e  c o r r e ' S  p o n d i n g  e i g e n - f u n c t i o n  i s  g i v e n  h y  

e  - - i  ^  = o

-------------- X I  - ( V

e x c e p t  when ^ = o  when t h e  s o l u t i o n  i s
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By o p e r a t i n g  on 2 1 . 1 4  w i t h  2 1 . 1 1  we f i n d  t h e  

f o l l o w i n g  l a d d e r  o f  e i g e n - v a l u e s  f o r  ,

1 ^  -̂--------------------------- -- 4z. >   XV'lfc

t o g e t h e r  w i t h  4  = , x  e t c .  r e l a t i n g  t o

I t  m u s t  n e x t  be  p r o v e d  t h a t  t h i s  i s  t h e  o n l y

l a d d e r  o f  e i g e n - v a l u e s  s a t i s ^ i n g  t h e  e q u a t i o n  2 1 . 6 .

To do t h i s  we m ust  p r o v e  t h a t  t h e  downward l a d d e r  o f

e i g e n - f u n c t i o n s  s t a r t i n g  from  a n y  f u n c t i o n  m ust

s t o p ,  f o r  t h i s  can o n l y  h a p p e n  when t h e  m a n u f a c t u r i n g

o p e r a t o r  a n n i h i l a t e s  t h e  l a s t  b r a c k e t  i n  2 1 . 8  -  b u t  i f

t h i s  i s  so t h e  l a s t  e i g e n - f u n c t i o n  o b t a i n e d  m ust  be

2 1 . 1 4 ,  and so  t h e  l a d d e r  m ust  b e  our  l a d d e r .
6 S

I f  we m u l t i p l y  21 on t h e  l e f t  b y  and

i n t e g r a t e  from  e  = , we f i n d ^ i n  a s i m i l a r  way t o  '

t h a t  o f  1 9 . 1 2  t h a t

-ni  ̂ y   X 4 ' 4 7

So t h e  downward l a d d e r  m ust  s t o p  and t h e  o n l y

p o s s i b l e  e i g e n - V a l u e s  a r e  t h o s e  g i v e n  i n  2 1 . 1 6 .

( b ) " N e g a t i v e "  e q u a t i o n  i n  2 1 . 6

The p r o c e d u r e  can b e  c a r r i e d  o u t  e x a c t l y  a s  f o r  t h e

p o s i t i v e  c a s e .  The e i g e n - v a l u e s - f o r  V a r e  a g a i n  t h o s e

g i v e n  i n  2 1 . 1 6  b u t  now t h e  m a n u f a c t u r i n g  o p e r a t o r  i s

 ----- .  % I. ( y
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and t h e  i n i t i a l  e i g e n - f u n c t i o n  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n

and so i s  / . e  . -i  . _
q  -  .^ 2 ^  <9 —  -  XI. V 9

/ .

U s i n g  2 1 . 1 , 2 1 . 2  and 2 1 . 1 6  we can now d i s c u s s  t h e  

p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  and 4  .
' \

( l )  —  i n t e g r a l . 4  h a l f - i n t e g r a l . — . - x i - x o

F or  any p a r t i c u l a r  v a l u e  o f  V  , c a n  h a v e  a n y

o f  t h e  a ^ v a l u e s

-      — 7 \

T h e s e  s o l u t i o n s ,  t o g e t h e r  w i t h ^ u o   ̂  ̂ , g i v e

t h e  p o s s i b l e  e i g e n - v a l u e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s i n g l e 

v a l u e d  w a v e - f u n c t i o n s ,  and from  above  we s e e  t h e y  s p l i t  

i n t o  -y p a i r s  o f  s o l u t i o n s  w i t h  p o s i t i v e  and n e g a t i v e  

v a l u e s  o f  . ( t h e r e  i s  no p a i r  h o w e v e r  f o r .

( 2 ) h a l f - i n t e g r a l . -tt i n t e p r r a l . ------  x i ' X i

T h e se  c o r r e s p o n d  to  t h e  d o u b l e - v a l u e d  wave f u n c t i o n s ,  

and a g a i n  we s e e  t h e r e  a r e  ^  p a i r s  o f  s o l u t i o n s  f o r  a n y  

p a r t i c u l a r  v a l u e  o f  •

In t h i s  p r o b le m  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  d i s t i n g u i s h e s  

d e c i s i v e l y  b e t w e e n  2 1 . 2 0  and 2 1 . 2 1 . The e r r o n e o u s  

K l e i n - U o r d o n  d i s c u s s i o n  f o r  t h e  h y d r o g e n  a to m  had  

quantum num bers  w i t h  t h e  c o m b i n a t i o n s  2 1 . 2 0 , w h i l e  t h e  

v e r i f i e d  D i r a c  d i s c u s s i o n  h a s  t h e  c o m b i n a t i o n  2 1 . 2 1  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d o u b l e - v a l u e d  wave f u n c t i o n s .  T h i s  

r e s u l t  i s  s u r p r i s i n g  a s  t h e  u s u a l  t r e a t m e n t  o f  t h e  D i r a c  

e q u a t i o n  i n  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s  ( e . g .  s e e  E d d i n g t o n
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( 4 6 )  p . 2 2 2 )  o b t a i n  t h e  c o r r e c t  Som m erfe ld  f o r m u la  u s i n g  

s i n g l e - v a l u e d  w ave  f u n c t i o n s .  T h i s  i s  t h e  c i r c u m s t a n c e  

d i s c u s s e d  on p .  v  9 , and a s  s t a t e d  t h e r e  s e e m s  t o  p o i n t  

to  some a m b i g u i t y  i n  t h e  form o f  t h e  D i r a c  e q u a t i o n .

( 2 2 ) Thé V a l u e s  o f  ^ .

From 2 0 . 9  we o b t a i n  t h e  e q u a t i o n
 —  x - /

1 C  ̂ q/ = -  K 4

w h ere  ï  - a t  Cc -  a  u__________________ ____

We f i r s t  c h a n g e  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i n  2 2 . 1  from  

LŸ t o  4  , w h er e

4   ̂ • 4  ______

E q u a t i o n  .2 1 . 1  th e n  b e c o m e s  on m u l t i p l y i n g  t h r o u g h o u t

b y  s i n  K
;

I 'C £c*r i  A f  ) -i- 7 4--C- C —: ii ) \

~ — i/< —2 X • X 2. - *-f-

How o p e r a t i n g  in  t h e  u s u a l  way w i t h  t h e  f u n c t i o n

i n  t h e  l a r g e  b r a c k e t  i n  2 2 . 4 ,  we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g

s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n

i i  ^  y  X W) X 4r X C ~ ^  +  ^  *■— V< t  E-iL+oi )iX- X ^

^ ^  :x X L —o

  -~X-2  '

The t e r m  i n  2 1 . 2 6  w h ic h  c a u s e s  d i f f i c u l t y  i s  t h e  

t e r m  i n  t h e  f i r s t  b r a c k e t .  Eo^^'ever a s  

and h a s  m o d u lu s  u n i t y ,  we s e e  t h a t  compared t o

t h e  t e r m s  ^  ̂ and K w h i c h  c o n t a i n  a f a c t o r  <1 ^
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( w i t h  a i n  o u r  u n i t s ) ,  i t s  e f f e c t  w i l l  b e

n e g l i g i b l e .  F o r  t h e  p r e s e n t  we w i l l  t h e r e f o r e  n e g l e c t

t h i s  term  a l o n g  . w i t h  t h e  t e r m  * i o  t h e  same

b r a c k e t ,  a n d  s h a l l  c o n s i d e r  t h e  p o s s i b l e  e r r o r s  i n 

v o l v e d  l a t e r  ( p .  ^ ^  ) .

On n e g l e c t i n g  t h e  t e r m  i t  ca n  b e  s e e n  t h a t

t h e  o p e r a t o r  on t h e  l e f t  s i d e  o f  2 2 . 5  c o m m u te s  w i t h
I

-CÜ  ̂ , so  t h e s e  two o p e r a t o r s  m u s t  h a v e  a

common e i g e n - f u n c t i o n  é  , w h e r e

On i n s e r t i n g  f  and t h e  two p o s s i b l e  e i g e n - v a l u e s  

o f  -cC( i n  e q u a t i o n  2 2 . 5 ,  we o b t a i n
% T.

,  _   . .  '  ^  S X) -

w h e r e  x =  - 1
(-t

^ ±  ̂  ̂ —̂1 XX-S'

4 'V-I •== 4  - 7 ^

We s h a l l  o n l y  c o n s i d e r  t h e  c a s e  w i t h  t h e  p o s i t i v e  

s i g n  ' i n  2 2 , 8  -  i t  can b e  v e r i f i e d  t h a t  t h e  n e g a t i v e  

s i g n  l e a d s  t o  t h e  same e i g e n - v a l u e s  f o r  t h e  e n e r g y .
K

The s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  2 2 . 7  h a s  b e e n  g i v e n

H A s o l u t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  t h e o r y  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  h a s  a l s o  b e e n  g i v e n  b y  S t e v e n s o n  ( 4 1 ) .
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b y  S c h r o e d i n g e r  ( 4 0 a ) .  The a p p r o p r i a t e  f a c t o r i s a t i o n s  

a r e

I  _ Z Z r

+  C  t ^ - i 3  g  = c )     X 2 - 9
and
I I  C a  Oÿ +  ZrZT CV)̂  ^

w h e r e  7, - c c x . - l 7 c

In  a s i m i l a r  way t o  o u r  p r e v i o u s  e x a m p l e s  i t  c a n  h e  

^ o w n  t h a t  t h e  m a n u f a c t u r i n g  o p e r a t o r  i s

^     XX'«' lO

£C
 ̂ . d-'̂  X — <V ,----____•--------- X 2. • ( 2L

and a s o l u t i o n  t o  b e g i n  w i t h  o c c u r s  when

<x C <x — V1 -V ~  o

i . e .  f r o m  £ 2 . 8  when

cv C cv. — I ) ~=- 7 ^ ^
% X  .

and i f  we p u t  ç'  ̂ ~ 7  "p -  + c% )  ̂   x-x - ‘3

t h e n  ^  (TCL-L) = - t ,  “ Cg-  ̂ x 7 c p - - ^ )

so  ^  “ P '*" "i   ^ X X ► iCf

The . c o r r e s p o n d i n g  e i g e n - f u n c t i o n -  s a t i s f i e s

— C<x-v) COD  ̂ ( f  —za: = 0  w i t h  -  P "̂ "x

and i s  t h e r e f o r e

é  X - " '  ^

B y  o p e r a t i n g  on 2 2 . 1 5  w i t h  2 1 . 3 3  we o b t a i n  t h e  s e r i e s

K t h e  n e g a t i v e  v a l u e  o f  t h e  s q u a r e - r o o t  i s  not  
p o s s i b l e  a s  m u s t  b e  f i n i t e .
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o f  e i g e n - v a l u e s  f o r  a.  ,

c- = p ^ X , P  ̂^   ̂ 9 1 —  P + --  -  ^

w h e r e  i s  i n t e g r a l  and h a s  v a l u e s  0 , 1 , 2  e t c .  (

In  a s i m i l a r  w ay  to  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e s  i t  can  

a g a i n  b e  shown t h a t  t h e s e  a r e  t h e  o n l y  e i g e n - v a l u e s  

f o r  . th e  p r o b l e m .

Ute now w i s h  t o  f i n d  t h e  v a l u e s  o f  E c o r r e s p o n d i n g  

t o  t h e  a b o v e  v a l u e s  o f  . From £ 2 . 1 1 ,  2 2 . 1 6  and 2 2 . 8  

we o b t a i n

1 ^  ( P ^  4-

so  X*) =. X xo<r f  +- Ck ^ - £ \^

A l s o  ^ L a-  ̂ i)--Cr^

•= X Xo^£

U s i n g  now 2 2 . 2  and d i v i d i n g ’ t h r o u g h o u t  b y  R ^

^  C W - -  ^  ^  ^  \
a-^ )

X. z  . i~7

T h i s  e q u a t i o n  t h e r e f o r e  c o n t a i n s  t h e  s o l u t i o n s  

d e t e r m i n i n g  t h e  p o s s i b l e  e n e r g y  v a l u e s  f o r  t h e  h y d r o 

gen  a t o m  i n  t h e  h y p e r s p h e r e .

( 2 3 )  D i s c u s s i o n  o f  t h e  R e s u l t .

y/e t a k e  some s p e c i a l  o a s e s  o f  2 2 . 1 7 .

( a )  oo . T h a t  i s  we n e g l e c t  c u r v a t u r e ,

and t h e  r e s u l t  s h o u l d  b e  t h a t  g i v e n  b y  t h e  S o m m e r f e ld
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f o r m u l a  i n  t h e  f l a t  c a s e .

I-rom 2 2 . 1 7  we o b t a i n

V \  5 ■̂ c 1 '-J = “î X., s ’ + ^

01" X C p+- -̂*- %.') c_  ̂ z. CL.o( a 4- ( s'") ""

O- LÇ * ^  V )  -  X p -t-a—  VI = ■»«,£

Qx

and s u b s t i t u t i n g  f o r  p f ro m  2 2 . 1 3  t h i s  g i v e s

'' •

w h i c h  t o g e t h e r  w i t h  t h e  v a l u e s  o f  -a g i v e n  i n  2 1 . 2 1 ,
• »

a n d ' t h o s e  f o r  i n  2 2 . 1 6 ,  i s  t h e  u s u a l  S o m m e rfe ld  

r e s u l t .

( b )  ^  o  T h a t  i s  we n e g l e c t  t h e  f o r c e  b e t w e e n

t h e  p r o t o n  and t h e  e l e c t r o n  and o u r  r e s u l t  s h o u l d  be  

t h a t  f o r  t h e  p o s s i b l e  e n e r g y - l e v e l s  o f  a f r e e  e l e c t r o n  

i n  t h e  h y p e r s p h e r e .  ,

E q u a t i o n  2 2 . 1 7  now g i v e s

SO A C p t - ^ 7  =  Ut t-l")

and a s  h e r e  p -  V f r o m  2 2 . 1 3 ^ we o b t a i n

T h i s  r e s u l t  h a s  b e e n  g i v e n  p r e v i o u s l y  b y  

S c h r o e d i n g e r  ( 3 8 a )  and b y  Taub ( 3 7 ) .  • '
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( c )  D < T h a t  i s  we c o n s i d e r  t h e  s h i f t  i n  t h e

u s u a l  h y d r o g e n  e n e r g y - l e v e l s  b r o u g h t  a b o u t  b y  t h e  

c u r v a t u r e .
/ ■

We p u t  = ^  . _  ^ 3  %

H e r e  i s  n o t  s t r i c t l y  i n t e g r a l  b u t  f o r  l a r g e

quantum  n u m b e rs  w h e r e  can b e  n e g l e c t e d  - z -ÿ
*

and i s  t h e  u s u a l  p r i n c i p a l  quantu m  number o f  t h e  S c h r o e d 

i n g e r  t h e o r y .

E q u a t i o n  2 1 . 3 8  now y i e l d s

ûV £ _

 -------— ^ -V- D̂

/» ^

A f t e r  some s i m p l i f i c a t i o n  we f i n d  fr o m  2 3 . 4  f o r  t h e  

e n e r g y - l e v e l s  w  , w h e r e  ^ ^

vV yC ^ 4- \  ...........

From 2 3 , 4  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o

•L.
g.  ̂ i s  g i v e n  b y  — a nd i n s e r t i n g

t h i s  i n  2 3 . 5  we o b t a i n

_  ,  ^  X"- X

\
o r  i n  u s u a l  u n i t s

\a/  ^  — -— —- - +-   — , .   % 3,

w h e r e  i s  t h e  e l e c t r o n - m a s s  i n  g r a m s .

f f lx *  A  .m A  v«M» A*vt 4 4 * n <3 Û  A 4 ^  4 ï T i a  n ü A  * f a i a f l  A O
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in  2 3 , 6  a r e

oL ^ LO~̂  (I LO- 2 _ • 1 ^
) — % 3 '7

c = L i o ' " '  \

How t h e  f i r s t  t e r m  i n  2 3 , 6  i s  t h a t  l e a d i n g  t o  t h e  

u s u a l  S o m m e r fe ld  f o r m u l a ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  r e p r e s e n t s  

t h e  p e r t u r b a t i o n  o f  t h e s e  l e v e l s  due  t o  t h e  c u r v a t u r e .  

T h i s  p e r t u r b a t i o n  s l i g h t l y  d e c r e a s e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  

e a c h  e n e r g y - l e v e l ,  b u t  from  2 3 . 7  i t  can  b e  s e e n  t h a t  f o r  

s m a l l  ( ue . <  i o ‘ ) quantu m  n u m b e rs  (a n d  t h e r e f o r e  f o r  

a l l  t h o s e  o f  s p e c t r o s c o p i c  i n t e r e s t ) ,  t h e  e f f e c t  i s  q u i t e  

n e g l i g i b l e .

A s  i n c r e a s e s  f r o m  0 ,  t h e  s p e c t r u m  p a s s e s  t h r o u g h

t h e  u s u a l  S o m m e r fe ld  l e v e l s  u n t i l  ^  ^  when t h e\

e f f e c t  o f  t h e  c u r v a t u r e  b e g i n s  t o  t a k e  e f f e c t ,  and a f t e r  

a s h o r t  p e r i o d  w h ere  t h e  two e f f e c t s  a r e  c o m p a r a b l e ,  t h e  

s p e c t r u m  p a s s e s  c o n t i n u o u s l y  i n t o  t h a t  o f  t h e  d i s c r e t e  

l e v e l s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  a  

f r e e  e l e c t r o n  i n  t h e  h y p e r  s p h e r e .  The d i s t i n c t i o n  in .  

t h e  f l a t  c a s e  b e t w e e n  t h e  d i s c r e t e  n e g a t i v e  e n e r g y - l e v e l s  

and  t h e  c o n t i n u o u s  s p e c t r u m  f o r  t h e  p o s i t i v e  l e v e l s  i s  

c o m p l e t e l y  o b l i t e r a t e d .

We s e e  a l s o  f r o m  2 1 . 3 8  t h a t  t h e  two f u n d a m e n t a l  

s p e c t r a ,  t h a t  o f  t h e  h y d r o g e n  a t o m  and t h a t  o f  t h e  

e l e c t r o n  i n  t h e  h y p e r s p h e r e , a r e  i n e x t r i c a b l y  l i n k e d  

t o g e t h e r  i n  t h e  p r o p e r  r e l a t i v i  s t i c  t r e a t m e n t .  T h i s  

i s  i n  c o n t r a s t  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  S c h r o e d i n g e r ’ s  ( 4 0 a )
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t r e a t m e n t  ( u s i n g  t h e  S c h r o e d i n g e r  e q u s t i o n )  i n  w h i c h  

t h e s e  two s p e c t r a  c o m b in e d  a d d i t i v e l y  and so e x i s t e d  

w i t h o u t  a n y  i n t e r f e r e n c e .  T h i s  i n t i m a t e  r e l a t i o n  

b e t w e e n  t h e  tw o  s p e c t r a  i s  a s t a t e  o f  a f f a i r s  o n e  w o u ld  

e x p e c t  t o  h o l d ,  a s  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  c o m p l e t e l y  i s o l a t e  

a n y  s y s t e m  f r o m  t h e  e f f e c t s  o f  s p a c e - c u r v a t u r e , no 

m a t t e r  how s m a l l  t h i s  e f f e c t  may p r o v e  t o  b e .

I t  o n l y  r e m a i n s  now t o  v e r i f y  t h a t  t h e  t e r m s  yje 

n e g l e c t e d  i n  2 2 . 5  r e a l l y  a r e  n e g l i g i b l e .  The  

t e r m  w o u ld  h a v e  t h e  e f f e c t  o f  i n t r o d u c i n g  an e x t r a  f a c t o r  

o f  t h e  o r d e r  . i n t o  e q u a t i o n  2 1 . 3 8 ,  t h e  s e c o n d

b r a c k e t  b e c o m i n g  « ^
a

w h e r e  i s  a c o n s t a n t  o f  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  u n i t y .

F o r  s m a l l  quantum  n u m b e rs  t h i s  l a s t  t e r m  i s  

n e g l i g i b l e ,  a s  shown a b o v e ,  and f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  

i t  b e c o m e s  n e g l i g i b l e  c o m p a re d  w i t h  . In  a l l

I
c a s e s  t h e r e f o r e  i t  c a n  s a f e l y  b e  n e g l e c t e d  and t h e  same 

h o l d s  c l e a r l y  f o r .  t h e  t e r m .
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CHAPTER 5

U n i f i e d  F i e l d  T h e o r i e s  an d  t h e  B h abh a  E q u a t i o n

I n  t h i s  c h a p t e r  we s h a l l  f o r m u l a t e  t h e  Bhabha  

e q u a t i o n  f o r  t h e  w o r l d  g e o m e t r i e s  o f  %'eyl ( 2 2 )  and o f  

F l i n t  ( 4 0 , 4 2 , 4 5 ) ,  and so i n v e s t i g a t e  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  

t e r m s  t h u s  i n t r o d u c e d .  I t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  W e y l ' s  

u n i f i e d  f i e l d  t h e o r y  i s  a s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  m ore  ' g e n e r a l  

one  due to  E d d i n g t o n  ( 3 7 ) ,  b u t  we s h a l l  u s e  ’ s  t h e o r y

h e r e  b e c a u s e  o f  i t s  g r e a t e r  s i m p l i c i t y .  I t  can be  

v e r i f i e d  t h a t  E d d i n g t o n  ' s  t h e o r y  l e a d s  t o  an i d e n t i c a l  

r e s u l t .  F l i n t  ( 4 2 )  h a s  a l r e a d y  c a l c u l a t e d  t h e  e x t r a  

t e r m s  a r i s i n g  i n ' t h e  D i r a c  e q u a t i o n  on h i s  f i v e - d i m e n 

s i o n a l  t h e o r y ,  and s i m i l a r  r e s u l t s , h a v e  b e e n  g i v e n  i n

t h e  c l o s e l y - r e l a t e d  " p r o j e c t i v e "  t h e o r i e s  o f  P a u l i  ( 3 3 a )
;

and o f  V e b l e n  and  H offm an n  ( 3 0 ) .  O n ly  a b r i e f  r e v i e w  

o f  t h e  o a l o u l a t i o n  f o l l o w i n g  f r o m  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  i n  

C h a p t e r  3 w i l l  t h e r e f o r e  b e  g i v e n  h e r e .

A s  t h r o u g h o u t  o u r  m a in  i n t e r e s t  l i e s  i n  t h e  e l e c t r o 

m a g n e t i c  t e r m s  we s h a l l  c o n s i d e r  t h e  B h abh a  e q u a t i o n  i n
H I

c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s  .- t h e  m o d i f i c a t i o n s  n e c e s s a r y  t o

H In  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s  t h e r e  i s  no d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  
C O -  a nd  c o n t r a - v a r i a n t  t e n s o r s  so s u f f i c e s  c a n  b e  p l a c e d  
up  o r  d o w n .
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e x t e n d  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  to' g e n e r a l  c o - o r d i n a t e  s y s t e m s  

can t h e n  b e  s e e n  fr o m  s i m p l e  t e n s o r  c o n s i d e r a t i o n s .

( 24  ) The ¥ e y t  Ca se

I n  W e y l ' s  g e o m e t r y  ( s e e  E d d i n g t o n  ( 3 7 )  p . 1 3 6  a n d , ( 3 6 )  

p . 1 3 6 )  t h e  a f f i n e  c o n n e c t i o n  i s  g i v e n  b y

T ' f  = - P i .  —

w h e r e  i f v l  i s  t h e  u s u a l  G h r i s t o f f e l  b r a c k e t  and
\

-V V ^ Y — U^JLy X

w i t h  _  ( —

H e r e  ^  i s  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l ,  b u t  i t  i s  

e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  some unknown u n i t .

' From 2 4 . 1  i t  f o l l o w s  t h a t ^

sc fro m  1 2 . 1 2  and 1 2 . 8  t h e  d e f i n i t i o n  o f  u n d e r  d i f f e r e n 

t i a t i o n  b e c o m e s

X-A.-3

how fr o m  1 2 . 1 1

and a s  i n  c a r t e s i a n  c o - o r d i n a t e s

n ~ i  -  Y

i )  I _ _ -----------------x t^ -v
o

we f i n d
c

A-C -  “ a I

. -  f
_ cp  ̂ ( u s i n g  2 4 . 2 )
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The B habha e q u a t i o n ,  1 1 . 1 ,  t h e r e f o r e  b e c o m e s  

L  *̂ 5 —̂ '5 3 4̂  ^ 4̂  =-o —   :T

T h i s  r e s u l t  b e o o m e s  much m ore  f a m i l i a r  i n  t h e  D i r a c  

c a s e .  ' T h a t  i s  f r o m  4 . 1 1  and 4 . 1 2 ,  when

•2. C. I

and iT Y -V iT'i -  % 9 .c j

. E q u a t i o n  2 4 . 5  i s  t h e n

^  7k  ̂ -  ^  -i q, -t = o   0.U-

Comparing- t h i s  w i t h  t h e  r u l e  1 5 . 1 0  i t  c a n  b e  s e e n  

t h a t  f o r  e q u a t i o n  2 4 . 6  to  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  u s u a l  

D i r a c  e q u a t i o n  we m ust  h a v e

o r  i n  o r d i n a r y  u n i t s

, 2  cr ' z: jSi~ q> .  T- 'l  ̂' 7

T h i s  e q u a t i o n  t h e r e f o r e  f i z e s  t h e  - u n i t  i n  w h i c h  t h e  

e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l  i s  e x p r e s s e d  i n  Weyl-’ s  t h e o r y .  

Such an i d e n t i f i c a t i o n  h o w e v e r  r a i s e s  a number o f  

i m p o r t a n t  q u e s t i o n s .

The f i r s t  i s  t h a t  t h e  r e l a t i o n  2 4 . 7  i s  c o m p l e t e ] y  

a t  v a r i a n c e  w i t h  t h a t  o b t a i n e d  o r i g i n a l l y  fro m  W eyi. ' s  

t h e o r y  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t o t a l  

e n e r g y - m o  men turn t e n s o r .  W e y b ' s  e x p r e s s i o n  f o r  t h i s

w a s  ( c f .  Ed d i n g  t o n  ( 3 7) p . 2 1 0 )

' -Y “a 4- • s m a l l  t e r m s  - o  ------
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w h e r e  i s  t h e  t o t a l  e n e r g y -m o m e n tu m  t e n s o r ,

t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  t e n s o r ,  C  t h e  N e w t o n i a n  c o n s t a n t  o f

g r a v i t a t i o n ,  and A -  R r a d i u s  o f  u n i v e r s e ) i s  t h e  '

c o s m i c a l  c o n s t a n t .  E x c e p t  f o r  t h e '  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n 

t i a l  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  f  , a l l  q u a n t i t i e s  a r e  i n  t h e  

u s u a l  u n i t s .

The f i r s t  two t e r m s  a r e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  t h e  t o t a l  and e l e c t r o m a g n e t i c  e n e r g y  t e n s o r s ,  and

so  m u s t  b e  i n  t h e  same u n i t .  H e n c e

—̂  c t

w h e r e  ?  i s  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l  i n  O. G.  S . u n i t  s .

A s  a  ^  iad~  ̂ and c  ^  i t  c a n  be

s e e n  t h a t  f r o m  t h i s  p o i n t  o f  v i e w  t h e  u n i t  i s  n e g l i g i b l y

s m a l l ,  a r e s u l t  i n  c o n t r a d i c t i o n  t o  e q u a t i o n  2 4 . 7 .

T h i s  c i r c u m s t a n c e  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  b y  E d d i n g t o n

( 4 7 ) p . 2 3 9 ,  w h e r e  he h a s  d e r i v e d  a r e s u l t  a n a l a g o u s  t o

t h a t  i n  2 4 . 7 ,  and h e  e x p l a i n s  i t  b y  s a y i n g  t h a t  t h e

a s s o c i a t i o n  o f  t h e  A i n  2 4 . 8  w i t h  t h e  c o s m i c a l  c o n s t a n t
/

i s  i n c o r r e c t ,  and  t h a t  a p r o p e r  t r e a t m e n t  m u s t  t a k e  i n t o  

a c c o u n t  t h e  d e e p - s e a t e d  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  m i c r o s c o p i c  

and m a c r o s c o p i c  t h e o r y .  I t  i s  t h i s  d i s t i n c t i o n  w i t h  

w h i c h  t h e  g r e a t e r  p a r t  o f  E d d i n g t o n ' s  " f u n d a m e n t a l  

T h eo r y "  i s  c o n c e r n e d ,  and i t  s e e m s  t h a t  t h e  c o n t r a d i c t i o n  

c o n t a i n e d  i n  2 4 . 7  and 2 4 . 9  can  o n l y  b e  e x p l a i n e d  b y  some  

i n v e s t i g a t i o n  su ch  a s  E d d i n g t o n  h a s  c a r r i e d  o u t  i n t o  t h e
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d i v i s i o n  w h i c h  i s  n o r m a l l y  made i n  p h y s i c s  b e t w e e n  t h e  

m a c r o s c o p i c  and t h e  m i c r o s c o p i c .

The s e c o n d  p o i n t  a r i s i n g  f r o m  2 4 . 7  i s  t h a t  a l t h o u g h  

we h a v e  a r r a n g e d  t h i n g s  so t h a t  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  i n  

W e y e ' s  t h e o r y  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  u s u a l  o n e ,  t h e  

e q u a t i o n s  f o r  t h e  o t h e r  p a r t i c l e s  c o n t a i n e d  i n  2 4 . 5  a r e  

n o t  t h o s e  o b t a i n e d  b y  s i m p l y  r e p l a c i n g  b y

T h i s  i n  t u r n  s u g g e s t s  t h e  m ore  g e n e r a l  b u t .  r e l a t e d  

q u e s t i o n  " l h a t  i s  t h e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  i n t r o d u c i n g  t h e  

e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d , a s  i s  u s u a l l y  d o n e ,  b y  t h e  s u b 

s t i t u t i o n  ?*»

Most' d e r i v a t i o n s  o f  t h i s  r e s u l t  ( c f .  M o l l e r  and. 

I b s e n f e U d  ( 4 3 ) ) ,  a s s u m e  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a n y  b o d y  

i n  t h e  p r e s e n c e  o f  an e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  c a n  b e  

d e r i v e d  f r o m  a L a g r a n g i a n  p r i n c i p l e ,  and t h e n  p o s t u l a t e  

t h a t  t h e s e  e q u a t i o n s  m u s t  b e  i n v a r i a n t  f o r  g a u g e - t r a n s -  

f o z m a t i o n s  o f  t h e  t y p e

w h e r e  i s  a n y  c o n s t a n t .

I f  t h e  f u r t h e r  c o n d i t i o n  i s  im p o s e d  t h a t  t h e

v a r i a t i o n a l  d e r i v a t i v e  o f  t h e  l a g r a n g i a n  A - t h e

p o t e n t i a l  m u s t  y i e l d  a c u r r e n t - v e c t o r  s a t i s f y i n g  t h e

u s u a l  c o n s e r v a t i o n  p r o p e r t i e s ,  t h e n  i t  ca n  b e  shown t h a t  

t h e  o n l y  p o s s i b l e  s u b s t i t u t i o n  i s  t h e  o n e  g i v e n  a b o v e .

The g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s  2 4 . 1 0  a r e  h o w e v e r  o n l y  a 

^  e c i a l  c a s e  o f  t h e  w h o l e  c o n c e p t  o f  v a r i a t i o n  i n  g a u g e
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i n t r o d u c e d  b y  Weyl i n  h i s  u n i f i e d  t h e o r y ,  and o n e  w o u ld  

e x p e c t  t h a t  a n y  e q u a t i o n  d e r i v e d  d i r e c t l y  f r o m  '?eyl ' s  

g e o m e t r y  w o u ld  a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f y  a n y  c o n d i t i o n s  o f  

g u a g e  i n v a r i a n c e  w h i c h  c o u l d  p o s s i b l y  b e  im p o s e d  u p o n  i t .

A g s i n  h o w e v e r  t h e  q u e s t i o n  s e e m s  i n  n e e d  o f  f u r t h e r  

i n v e s t i g a t i o n  b e f o r e  a s a t i s f a c t o r y  a n s w e r  c a n  b e  g i v e n  

t o  i t .

( 2 5 )  N o t a t i o n  f o r  H i n t ' s  F i v e - D i m e n s i o  na l  T h e o r y .-

The g e o m e t r y  i s  N i e m a n n i a n  b u t  now i n  f i v e  d i m e n s i o n s .  

The l i n e  e l e m e n t  i s  g i v e n  b y

 r- X  I

w h e r e  -u» run 1 -  5 ;  arKd a l s o

The a f f i n e  c o n n e c t i o n  i s  t h e  f i v e - ( ] i i n e n s i o  m l  

C h r i s t o f f e l  b r a c k e t

<

The e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  

m e t r i c  b y  t h e  r e l a t i o n s

w i t h  ^  i

w h e r e  ^  g o e s  1 - 4 ,  i s  t h e  c h a r g e  and K t h e  r e s t -  

m a s s  o f  t h e  p a r t i c l e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  and i s  t h e

e l e c t r o m a g n e t i c  p o t e n t i a l  i n  t h e  u s u a l  u n i t s .

The p o s s i b l e  t r a n s f o r m a t i o n s  i n  f i v e - s p a c e  a r e  

l i m i t e d  t o  th o  se o f  t h e  fo r m
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-X ~ ~  ^

 ̂ -  X  ̂ . - 5>
% s'" s

and t h i s  i m p l i e s  i t  i s  p o s s i b l e  to  a s s o c i a t e  a  f i v e -  

v e c t o r  c  w i t h  a f o u r - v e c t o r  a "' and a f o u r - d i m e n s i o n a l

s c a l a r  by t h e  r e l a t i o n s

C ^

'  C  A  ’  / A  /

and
V ----  ri. *T' ^

c  -  A -  A"" \

^ -V '— A-0 "V -'î  ^-0 A '

R e l a t i o n s  f o r  t e n s o r s  o f  t h e  second  and h i g h e r  ranlis
I

can be o b t a in e d  b y  m u l t i p l i c a t i o n  from 2 5 , 6 ,  and a

■ p a r t i c u la r  c a s e  i s  t h a t  o f  th e  r e l a t i o n  b e tw e en  t h e  f i v e 

d im e n s io n a l  m e t r i c  t e n s o r  and th e  f o u r - d i m e n s i o n a l

m e t r i c  t e n s o r  . These  r e l a t i o n s  a r e  ( s e e  f l i n t  ( 4 0 b ) )

' /

7 -------— ----  ^^^'7

V  5" V" — I
V

U s in g  2 5 . 7  th e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  a r e  found  betw een  

t h e  C h r i s t o f f  e l  b r a c k e t s  and th e  u s u a l  f o u r - d i m e n s i o n a l

b r a c k e t s  ’ 1 .

T 7  ̂ .  ^  '

, T y

where « . . <=
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A l l  t h e  above fo rm u la e  h o ld  in  t h e  o r i g i n a l  

K le in - H a lu z a  f i v e - d i m e n s i o n a l  t h e o r y  and in  t h e  p r o 

j e c t i v e  t h e o r y  o f  V eb len  and Hoffmann a s  w e l l  a s  in  

f l i n t ’ s t h e o r y .  These  t h e o r i e s  d i f f e r  however  in  t h e  

i n t e r p r e t a t i o n  w h ich  i s  p l a c e d  on -  t h a t  i s  on

d i f f e r e n t i a t i o n  t h e  f i f t h  c o - o r d i n a t e .  The

two schem es a re  g iv e n  b y

K l e i n  and V eb len  f l i n t

CT>Ĉ

and th e  c o r r e s p o n d in g  Bhabha e q u a t i o n s  a r e

where t h e  now s a t i s f y  t h e  com m utation  r e l a t i o n s

— , I  vJ a 3  ■= y y  v> o c ^  — 1C— ^  '=y u  —  % C '  I u .

(2 6 )  The Bhabha E q u a t io n  l a  ? l l n t ' s ' t h e o r y .

In f o u r - d i m e n s i o n a l  oarfes ian  c o - o r d i n a t e s ,  we f i n d  

from 2 5 , 1 2  and 2 5 . 7

I   *2̂  G '  i

A s o l u t i o n  to t h i s  e q u a t io n  o f  t h e  form 1 2 . 3  i s  

g i v e n  b y
® o

( --------
, ^  ^ J

O
where th e  a r e  t h e  u s u a l  Bhabha m a t r i c e s  whose

d e g r e e s  a r e  now g i v e n  by  t a b l e  9 .2*  not b y  t h e  f o u r 

d im e n s io n a l  t a b l e  4 . 1 0 .
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The d e t e r m i n a t i o n  o f  and now f o l l o w s  fro m  

1 2 . 1 1  t o g e t h e r  w i t h  t h e  f o m u l a e  i n  t h e ’ l a s t  s e c t i o n ,  

and  a f t e r  a l e n g t h y  h u t  s t r a i g h t f o r w a r d  c a l c u l a t i o n  we 

o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s

^ T^a,

w h i c h  a r e  i d e n t i c a l  i n  t h e  D i r a c  c a s e  w i t h  t h o s e  f o u n d  

b y  f l i n t .

U s i n g  2 5 . 4 ,  2 5 * 6 ,  2 5 . 1 0  and 2 5 . 1 1  we f i n d  f o r  t h e  

B habha ' e q u a t i o n

^ ài - r - \  f - 4  U-yA 1 4" ^    ^

The e x t r a  t e r m s  a p p e a r i n g  a r e  t h e  u s u a l  on e

t o g e t h e r  w i t h  t e r m s  c o n t a i n i n g  ^

Bow , ( i n  u s u a l  u n i t s )

w h i c h  f o r  t h e  e l e c t r o n  lo'"*

The a d d i t i o n a l  t e r m s  i n t r o d u c e d  b y  f l i n t è  t h e o r y  

a r e  t h e r e f o r e  i n  a l l  c a s e s  q u i t e  n e g l i g i b l e ,  a n d  t h e  

t h e o r y  l e a d s  t o  t h e  c u s t o m a r y  r u l e  f o r  t h e  i n t r o d u c t i o n  

o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .

In  t h e  D i r a c  c a s e  e q u a t i o n  2 6 . 4  c a n  b e  f u r t h e r  s i m 

p l i f i e d .  I t  b e c o m e s

Î 4/  ̂ D y a ï

i n  w h i c h  form  i t  can b e  c o m p a re d  w i t h  t h e  D i r a c  e q u a t i o n s  

g i v e n  b y  P a u l i  ( 3 3 a )  and  Taub ( 3 4 ) .
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The I n t e r a c t i o n  between  B u c l e o n s  in  F i v e  
~ ~ ~  D im e n s io n s .

, R e c e n t l y  M o l l e r  ( 4 1  ) h a s  e v a l u a t e d  t h e  f o r c e
j.

e x i s t i n g  b e t w e e n  tw o  n u c l e o n s  i n  t h e  m e s o n  t h e o r y  o f  

n u c l e a r  f o r c e s ,  u s i n g  a f i v e - d i m e n s i o n a l  t h e o r y  w h i c h  i s  

a l m o s t  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  o f  K l e i n .  He showed t h a t  t h e  

v e c t o r  form  o f  t h i s  t h e o r y  l e d  d i r e c t l y  t o  a p o t e n t i a l  o f  

M o l l e r - R o s e n f e l d  t y p e  c o n s i s t i n g  i n  a m i x t u r e  o f  t h e  

p o t e n t i a l  s, du e t o  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  and p s e u d o 

s c a l a r  t h e o r i e s .  A s  m e n t i o n e d  i n  f  ( 2 5 )  F l i n t ’ s  t h e o r y  

d i f f e r s  f r o m  t h e  o t h e r  f i v e - d i m e n s i o n a l  t h e o r i e s ' i n  t h e  

i n t e r p r e t a t i o n  p l a c e d  on , and i n  t l i i s  c h a p t e r  we

s M l l  ^ lo w  t h a t  t h e  d i f f e r e n t  f o r m s  o f  t h e  D i r a c  and
I .

Remmer e q u a t i o n s  t h u s  r e s u l t i n g  l e a d  t o  q u a n t i t a t i v e l y  

d i f f e r e n t  r e s u l t s  f o r  t h e  n u c l e a r  f o r c é .  The m eth o d  

u s e d  h e r e  t o  e v a l u a t e  t h e  i n t e r a c t i o n  f o l l o w ’s  t h a t  o f  

Y u k a w a . ( 3 8 )  and B e t h e ( 4 0 ) .

( 2 7 )  ‘ The D i r a c  E q u a t i o n  i n  F l i n t ’ s  The o r : / .

We s h a l l  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  i n  c a r t e s i a n  c o -  

■ o r d i n a t e s  i n  t h e  a b s e n c e  o f  a n y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .

In  a s i m i l a r ,  w ay  t o  § ( 15 ) ,  t h e  e q u a t i o n  c a n  b e  | 

d e r i v e d  f r o m  a L a g r a n g i a n

c?X.-

A s  t h e  V', f o r m  a p e n t a d  ( § ( 5 )  ) ,  we - s h a l l  t a k e
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a s  t h e  u s u a l  D i r a c  m a t r i c e s  i n  f o u r  d i m e n s i o n s

and p u t
^ ‘T ^ y  I ^3 y  L, — ' i_ -i. 2

From 2 7 . 1 ,  b y  v a r i a t i o n  v4/^  9- 4 /

o b t a i n  t h e  e q u a t i o n s 7
o r  =0 !)

cTtcr̂
an d j  c A   ̂0 7

— ------- ~ o
   ' 0. 7 ' A fo-u

* ' 7  r '̂ -  -C vc O' ‘ 0 y»- -O \-  -V Ï *■ —c>

I t  c'an b e  ^ o w n  t h a t  t h e  two e q u a t i o n s  2 7 . 3  a r e  

o n l y  c o n s i s t e n t  i f

P " '*'h  , X T q .

From 2 7 . 1  we can fo r m  a  s c a l a r

f  = 0 vÿ  ^ ^ . 3 -

a c u r r e n t - v e c t o r

- -U vi/ 0  O -  4  —  ^ 7 - 4

and a l s o  an a n t i s y m m e t r i c  t e n s o r  o f  t h e  s e c o n d  r a n k .

^  4'  ̂o  i^v» 4  ̂ - - ^ 4 ^ 0  y 4  — - o. 7 . 7

In  f i v e  d i m e n s i o n s  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  f o r m  p s e u d o 

s c a l a r s ,  p s e u d o - v e c t o r s ,  e t c .  f r o m  t h e  Y' m a t r i c e s ,  t h e  

s i x t e e n  p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  b e i n g  a c c o u n t e d

f o r  b y  _ P , J 'y 5 . P a i s  (42.)  h a s  sbown t h a t  t h e s e

p s e u d o - q u a n t i t i e s  ca n  be  f o r m e d  w i t h  t h e  h e l p  o f  an  

o p e r a t o r  ^ d e p e n d i n g  o n l y  on t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  

f i v e - s p a c e , and s u c h  t h a t  ^ J i s  t h e  p s e u d o - v e c t o r
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c o r r e s p o n d i n g  t o  J e t c .  He a l s o  sh o w s  h cm erer  t h a t

t h e  m eso n  f i e l d  e q u a t i o n s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e s e  " p se u d o "

t h e o r i e s  a l w a y s  l e a d  to  t h e  same e x p r e s s i o n s  f o r  t h e

i n t e r a c t i o n  a s  do t h e  u s u a l  t h e o r i e s ,  so we w i l l  n o t

c o n s i d e r  t h e m  h e r e .

We w i s h  now t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  P, ^

i n  t h e  s t a t i c  c a s e ;  t h a t  i s  i n  t h e  e x t r e m e  h o n - r e l a t i -

v i s t i c  c a s e  w h en  t h e  p a r t i c l e  ( e l e c t r o n  o r  p r o t o n )  i s
\

c o n s i d e r e d  a t  r e s t .  The s p i n  o f  t h e  p a r t i c l e  r e m a i n s  

f i n i t e  e v e n  i n  t h e  s t a t i c  c a s e ,  and we w i l l  d e n o t e  t h e  

s p a t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s p i n - o p e r a t o r  b y  ?  

w h e r e
?  < 0 - ,  = ^  C'lxT , X.^) — —  v-T S-

t h e  b e i n g  t h e  o r d i n a r y  P a u l i  s p i n  m a t r i c e s .

We c%n w r i t e  e q u a t i o n  2 7 , 3 ( b )  i n  t h e  fo r m

. *

-  14-4 -  -  c. 4' N
_ -) ( —  X I . 9

w h e r e  \  '

and ^  r u n s  1 - 3 .

From 2 7 , 9  i t  can  b e  s e e n  t h a t  t h e  " v e l o c i t y "  and  

" r e s t - m a s s ” o p e r a t o r s  a r e  y and r e s p e c t i v e l y

and i n  t h e  s t a t i c  c a s e  t h e s e  m u s t  h a v e  t h e  v a l u e s

j ----------
y y ^ ^ >

U s i n g  t h e s e  r e s u l t s  we can  d e t e r m i n e  t h e  s t a t i c  

v a l u e s  o f   ̂ w h i c h  b e c o m e



p
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F l i n t  ;  • M o l l e r

o  I

cv . o. o

4- 

c) r 1 cO

- 5-=. O f  - -  3-7 " 'I
f

■5<a.t* -  C5ict , Scui., -C?  <[)

-  C 3% r, S ^ r )  ’T  (T
I

c: o

w h e r e  we h a v e  a l s o  t a h u l ^ e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r e s u l t s  

f ro m  M o l l e r  f o r ' C o m p a r i s o n .

I t  i s  t h i s  d i f f e r e n c e  i n  t h e  s t a t i c  v a l u e s  o f  t h e  

q u a n t i t i e s  P, a » 5 w h i c h  c a u s e s  t h e  i n t e r a c t i o n  p o t e n 

t i a l  t o  d i f f e r  i n  t h e  two c a s e s ,  and t h i s  d i f f e r e n c e  

d e p e n d s  e n t i r e l y  on t h e  f o r m  o f  t h e  two D i r a c  e q u a t i o n s  

u s e d ,  w h ic h  a r e

2T ^  — -Vs F l i n t

M d  - c r , ^  . . < +  = o  ' « 1 1 ' * -

I t  c a n  h e  s,een t h a t  M o l l e r ’ s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e

-  -C y y ^  o f  F l i n t ’ s  and t h i s  r e l a t i o n  i s  s u f f i c i e n t  

t o  r e c o n c i l e  t h e  two c o l u m n s  i n  £ 7 . 1 1 .

( 28 ) The E q u a t i o n s  f o r  t h e  M e s o n .

The m eson  i s  a p a r t i c l e  o f  maximum s p i n  o n e ,  an d
4

t h e  e q u a t i o n - 8  d e s c r i b i n g  i t  a r e  t h e r e f o r e  t h e  Hemmer 

e q u a t i o n s .  S a r i s h - C h a n d r a  ( 4 6 )  h a s  sliown t h a t  f o r  s u c h



a p a r t i c l e  i t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  p a s s  f r o m  t h e

p a r t i c l e  p i c t u r e  i n  t e r m s  o f  t h e  Kemmer e q u a t i o n ,  t o  t h e

w ave  p i c t u r e  i n  t e r m s  o f  o r d i n a r y  t e n s o r  e q u a t i o n s ;  t h e  

t y p e  o f  e q u a t i o n  d i f f e r i n g  a c c o r d i n g  t o  t h e  p a r t i c u l a r  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  ^  m a t r i c e s .

From 9 . 2  we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  p o s s i b i l i t i e s  f o r  

t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  (2> m a t r i c e s  d e s c r i b i n g  p a r 

t i c l e s  o f  s p i n  o n e ,  and g i v e  t h e i r  a s s o c i a t e d  t e n s o r  

w ave  e q u a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  H a r i s h - C h a n d .r a  and F l i n t .

( a )  R e p r e s e n t a t i o n  o f  d e g r e e  s i x  ( s c a l a r  t h e o r y ) .

The w a v e - f u n c t i o n  ^  i s  c o m p o se d  o f  a v e c t o r  and a

s c a l a r ,  4 / -  , and t h e  w a v e  e q u a t i o n s  a r e

and , { — ------i
dTX.' )

( b ) R e p r e s e n t a t i o n s  o f  d e c r e e  t e n  ( t e n s o r  t h e o r y ) .

We s h a l l  c o m b in e  t h e s e  two t w i n  r e p r e s e n t a t i o n s ,  and  

t h e n  i s  c o m p o se d  o f  an a n t i  s y m m e t r i c  t e n s o r  o f  r a n k  

two and one o f  r a n k  t h r e e ,  so 4  -  Atr-tz) and t h e

w ave  e q u a t i o n s  a r e

C>

0 %

G

a nd
— CL'Sr.X.



-  110 -

( c )  H eu re  s e n t a t i o n  o f  d e c r e e  f i f t e e n  ( v e c t o r  t h e o r y ) .

H e r e  4̂  i s  c o m p o se d  o f  an a n t i - s y m m e t r i c  t e n s o r  o f  

r a n k  two and a v e c t o r ,  ~  ̂ and t h e  w ave

e q u a t i o n s  a r e

and  .

I t  can b e  s e e n  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  2 8 . 3  a r e  t h e  f i v e -  

d i m e n s i o n a l  a n a l o g u e  o f  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  i n  f o u r  

d i m e n s i o n s ,  and t h e  l a s t  e q u a t i o n  i n  2 8 . 3  ( a s  a l s o  t h e  

l a s t  i n  2 8 . 2 )  r e s e m b l e s  t h e  n o r m a l i z i n g  c o n d i t i o n

A 4  i n  e l e c t r o m a g n e t i c  t h e o r y ,  and

a r i s e s  b e c a u s e  o n l y  f o u r t e e n  o f  t h e  f i f t e e n  e q u a t i o n s  i n  

2 8 . 3  a r e  i n d e p e n d e n t .

In  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  we s h a l l  d e r i v e  t h e  

form  o f  t h e  n u c l e a r  i n t e r a c t i o n  f o r  t h e  m e s o n  t h e o r i e s  

w h o s e  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  b y  2 8 . 1 ,  2 8 . 2  and 2 8 ^ 3 .

( 29 ) T h e - F o r m u l a t i o n  o f  t h e  I n t e r a c t i o n  P r o b l e m .

I t  w a s  f i r s t  s u g g e s t e d  b y  Yukawa ( 3 5 )  t h a t  t h e  f o r c e  

b e t w e e n  two n u c l e o n s  c o u l d  b e  d e s c r i b e d  w i t h  t h e  a i d  o f  

a t e n s o r  f i e l d  ( o r  i n  t h e  p a r t i c l e  p i c t u r e  t h r o u g h  t h e  

i n t e r m e d i a r y  o f  a p a r t i c l e  o f  s p i n  0  o r  l ) .  To e x p l a i n  

t h e  e x c h a n g e  n a t u r e  o f  t h e  n u c l e a r  f o r c e  t h e s e  i n t e r 

m e d i a r y  p a r t i c l e s  o r  m e s o n s  w e r e  c o n s i d e r e d  t o  b e  c h a r g e d ,  

b u t  n e u t r a l  m e s o n s  h ad  l a t e r  t o  b e  a l s o  c o n s i d e r e d  i n
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c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  f o r c e  b e t w e e n  two p r o t o n s .  The  

m o s t  s a t i s f a c t o r y  way o f  c o m b i n i n g  t h e s e  t h r e e  p a r t i c l e s ,  

two c h a r g e d  and o n e  n e u t r a l ,  i n t o  o n e  m a t h e m a t i c a l  schem e  

w a s  g i v e n  b y  Hemmer ( 3 8 b )  w i t h  h i s  s y m m e t r i c  m eso n  t h e o r y ,  

a nd  i t  i s  t h i s  fo r m  o f  t h e  t h e o r y  we s d i a l l  c o n s i d e r  h e r e .

In  Remmer’ s  s y m m e t r i c  t h e o r y  t h e  i n t e r a c t i o n  i s  

d e s c r i b e d  b y  t h r e e  r e a l  f i e l d s ,  o n e  r e f e r r i n g ' t o  e a c h  

o f  t h e  p a r t i c l e s .  H o w e v e r  i n  F l i n t ’ s  t h e o r y  t h e r e  i s  

n o t h i n g  c o r r e s p o n d i n g  t o  a r e a l  f i e l d  a s  t h e  m a s s  a l w a y s  

e n t e r s  i n t o  t h e  f i e l d  v a r i a b l e s  t l m o u g h  t h e  f a c t o r  ^

We s l i a l l  c a l l  a " r e a l "  f i e l d  t h e r e f o r e  o n e  w h i c h  i s  r e a l  

i n  t h e  f o u r  v a r i a b l e s  ,

i . e .  i f  c x ' ' ) - e t h e n  \ /^ = -e ^

We now c o n s i d e r  two n u c l e o n s ,  o n e  a t  a p o i n t  

and t h e  o t h e r  a t  t h e  p o i n t  . A s s o c i a t e d  w i t h  t h e

p a r t i c l e  a t  s a y ,  we can  form  t h e  f o l l o w i n g  s o u r c e

d e n s i t i e s  f r o m  t h e  q u a n t i t i e s  9 ,  ) ^  5 o f  2 5 . 7 - 2 7 . 7 .

9 -  \ 4 ^  0 4  S c-v ) N

^ ^ 0 ^ C- ^— (   x q - 2

s j l v  = ^1-3 0 4  ^
w liere   ̂ <=3--> a r e  c o n s t a n t s ,  T  i s  t h e  i s o t o p i c -

. s p i n  o p e r a t o r ,  and ^ c ^ - - i s  t h e  D i r a c  d e l t a - f u n c t i o n .

The s t a t i c  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  i n  2 9 . 2  c a n  b e  f o u n d
/

d i r e c t l y  fro m  2 7 . 1 1 .  ' ' . '
I

I n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  

n u c l e o n  a t  and t h a t  a t  , we f i r s t  f i n d  t h e  f o r m



' R3T
-  112 -

o f  t h e  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  b e t w e e n  a n y  m eson  f i e l d  

and t h e  n u c l e o n  a t  and t h e n  i n s e r t  i n  t h i s  o p e r a t o r

t h e  v a l u e  f o r  t h e  m eso n  f i e l d  g e n e r a t e d  b y  t h e  n u c l e o n  

a t  , t h i s  b e i n g  c a l c u l a t e d  f r o m  f i e l d  e q u a t i o n s  o f

t h e  t y p e  2 8 . 1  -  2 8 . 3 .

T h i s  p r o c e d u r e  w i l l  now b e  c a r r i e d  o u t  i n  t u r n  f o r '

t h e  t h r e e  d i f f e r e n t ' t y p e s  o f  f i e l d .
/

( 3 0 )  The S c a l a r  F i e l d .- r .--I -

We s h a l l  d e r i v e  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s y s t e m  

o f  a n u c l e o n  a t  p l u s  i t s  mesom f i e l d  b y  u s i n g  a 

L a g r a n g i a n  p r i n c i p l e .

We t a k e  . ,

and we d e f i n e  -  ̂ ^

H e r e  i s  a " r e a l "  v a r i a b l e  and t h e  r e f e r

f o r  t h e  moment t o  a n u c l e o n  a t  t h e  p o i n t

From 3 0 . 1  b y  var^^ing co- a , > .  we o b t a i n  t h e

e q u a t i o n s

C ^  4- J 1 = P
  7>o.7>

E q u a t i o n  3 0 . 3  ‘t o g e t h e r  w i t h  3 0 , 2  g i v e  t h e  g e n e r a l i z e d
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f o m  o f  t h e  e q u a t i o n s  2 8 . 1  f o r  t h e  s c a l a r  m eson  f i e l d  i n  

t h e  p r e s e n c e  o f  n u c l e a r  s o u r c e s ,  w h i l e  e q u a t i o n  3 0 . 4  i s  

t h e  g e n e r a l i z e d  form  f o r  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  d e s c r i b i n g  

t h e  n u c l e o n  a t  a p o i n t   ̂ From 3 0 , 4  we o b t a i n  a s  

t h e  i n t e r a c t i o n  o p e r a t o r  f o r  t h e  m eso n  f i e l d  and t h e

p a r t i c l e  a t

s

In  t h e  s t a t i c  c a s e  -2. so and t h e

s o u r c e  d e n s i t i e s  t a k e  up t h e  v a l u e s  g i v e n  i n  2 7 . 1 1 .  The . 

o p e r a t o r  t h e n  b e c o m e s  j u s t

14  A,  ̂ C-A. —\P~̂  )  ̂ c? * ^

The m eso n  p o t e n t i a l  g e n e r a t e d  b y  t h e  n u c l e o n  a t

ca n  b e .  fo u n d  f r o m  3 0 , 3 .  In  t h e  ; s t a t i c • c a s e  t h e s e

e q u a t i o n s  g i v e

(5 7 A = ^  K 9c )

so A = 'V K - ,    3>c?-7
— -»-A.

and a l  so  ̂  ̂ ' ~7(p̂

T h e r e f o r e  s u b s t i t u t i n g  3 0 , 7  and 3 0 . 7 ( a )  i n  3 0 . 6  we f i n d

(  ' 3 ^ 9
w h e r e  uL = __ \P-' ' (

T h i s  i s  t h e n  t h e  r e s u l t  f o r  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  

i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  two n u c l e o n s  on F l i n t ' s  s c a l a r
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m e s o n  t h e o r y ,  and i t  i s  j u s t  t h e  o n e  d e r i v e d  f r o m  t h e  

f o u r - d i m e n s i o n a l  s c a l a r  t h e o r y ,  and i s  t l i e  same a s  t h a t  

i n  M o l l e r ’ s  f i v e - d i m e n s i o n a l  t h e o i y .

( 3 1 ) The V e c t o r  F i e l d .

We a p p l y  t h e  same, m e t h o d  a s  t h a t  u s e d  i n  t h e  l a s t  

s e c t i o n  f o r  t h e  s y s t e m  o f  n u c l e o n  p l u s  v e c t o r  m eso n  f i e l d . 

The a p p r o p r i a t e  s o u r c e  d e n s i t i e s  h e r e  a r e

so we p u t    ^  ^

'  -  -  ( '

and we d e f i n e

_ r  _  _  pjEf

and p o s t u l a t e  t h e  n o r m a l i z i n g  c o n d i t i o n  f o r  t h e  v e c t o r  

p o t e n t i a l
—  1)1 .3

By  v a r y i n g  3 1 . 1  ĉ . a .A. n we o b t a i n  t h e

e q u a t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  m e s o n  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  

s o u r c e s ,  w h i c h  i s

-V T V  ^'4-

and b y  v a r y i n g  à .  4 A o b t a i n  t h e  g e n e r a l i z e d  *

D i r a c  e q u a t i o n  f o r  t h e  n u c l e o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  

m eso n  f i e l d

+- " V  UK's. I — ) "-r_„ ^  =<3

From 3 1 , 5  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  i n t e r a c t i o n  -



-  1 1 5  -

p o t e n t i a l  b e t w e e n  t h e  m eson  f i e l d  and t h e  n u c l e o n  a t  

-x^^^is g i v e n  b y

L C  V - T  r .  ' D " T L ^  +  Y - . , - 6

I n s e r t i n g  t h e  v a l u e s  f o r  t h e  s o u r c e  d e n s i t i e s  f r o m

er>cJ*2 7 . 1 1  an d  p u t t i n g  -c ,  we f i n d  f o r  i n  t h e

s t a t i c  c a s e

\ Ç ~ t - ^ * r

/ .

-t- (T * C-^ K  ̂ 4-C f  r  ^ % — 3  f ' 7r a '

w h e r e  we h a v e  u s e d  e q u a t i o n  3 1 / 2  and d e n o t e d  f ^  b y
-D ^
f  a n d  — ^ b y  , t h e s e  b e i n g  t h r e e - d i m e n s i o n a l

v e c t o r  n o t a t i o n s .

E q u a t i o n s  3 1 , 2 ,  8 1 . 3  and 3 1 . 4  a r e  t h e  g e n e r a l i z e d

f o r m  o f  t h e  s e t  g i v e n  i n  2 8 . 3 ,  and f r o m  th e m  and t h e

s t a t i c  v a l u e s  o f  t h e  s o u r c e  d e n s i t i e s  g i v e n  i n  2 7 . 1 1 ,

we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s t a t i c  v e c t o r

p o t e n t i a l  o f  t h e  m e s o n  f i e l d  g e n e r a t e d  b y  a  n u e l e o n  a t  
\

Qo'*"-vV-) 7  = -  SC-A

From 3 1 . 8  we o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s

7 ^  -  - 7  —  i > i ' 7

so i n s e r t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n  3 1 . 7  t h e  i n t e r a c t i o n  

p o t e n t i a l  b e c o m e s
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14   J*. . = '  %  C-A_— V&-') I  ^

-S)
The s o l u t i o n s  o f  3 1 . 8  f o r  V and  ^<r a r e  

f

 ̂ T  ̂  ̂ F i n

w h e r e  cp^j i s  d e f i n e d  i n  3 0 . 8 .

On s u b s t i t u t i n g  f r o m  3 1 . 1 1  i n t o  3 1 . 1 0  we t h e n  

f i n d  f o r  t h e  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  b e t w e e n  t h e  nuc leonsn

a t  "A.Ĝ t h a t  a t
'

i4_lw». = rt,-’ L  2. 4 - K -  vfr-'. ?«'■> -  a  ■>■'• c?‘> a l  <7 )

a ^  ^IC 0-^^-t • v7 Ü  1. I " f %

w h e r e
 I ' v 3

I n  d e r i v i n g  b o t h  3 1 . 1 1  a nd  3 1 . IE we h a v e  u s e d  t h e

v e c t o r  f o r m u l a e

C ?  3 — —cf - <̂ 6̂ ; 3
_  -9 -S> S» / —  3> c * i

a nd  (POjI =.L<̂  ' - o  )((T <p( ;̂ )

, -4)
w h i c h  a r e  v a l i d  when cr i s  a c o n s t a n t  v e c t o r .

The f i r s t  two t e r m s  i n  3 1 . 1 2  a r e  t h o s e  g i v e n  b y  

H o l l e r ’ s  t h e o r y  and r e p r e s e n t  t h e  M o l l e r - H o s e n f e l d  

c o m b i n a t i o n  o f  a f o u r - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  and p s e u d o -  

s c a l a r  f i e l d .  The t h i r d  te r m  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  

a p p e a r i n g  i n  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  t h e o r y  a nd  i t  y i e l d s  

a p o t e n t i a l  w i t h  a t e r m  ^ 3  w h i c h  s t r i c t l y  s p e a k i n g  

p r e v e n t s  t h e r e  b e i n g  a n y  b o u n d  s t a t e s  o f  t h e  d e u t e r o n  

a n d  a l s o  l e a d s  t o  a l l  t h e  i n f i t i t i e s  w h i c h  t h e  M o l l e r  -  

R o s e n f e l d  t h e o r y  t r i e d  t o  e r a d i c a t e .  The l a s t  t e r m  i s
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a r a t h e r  p e c u l i a r  o n e  w h i c h  r e p r e s e n t s  a k i n d  o f  

c r o s s - i n t e r a c t i o n  . b e t w e e n  t h e  two m eso n  " c h a r g e s " ,

^  n u c l e a r  p o t e n t i a l  o f  t h i s  f o r m  s e e m s  

n e v e r  t o  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  b e f o r e ,  and i t  i n v o l v e s  no 

d i r e c t  s p i n - s p i n  i n t e r a c t i o n  b u t  a c o u p l in g  o f  e a c h  

s p i n - v e c t o r  w i t h  t h e  s p a c e  c o - o r d i n a t e  b e t w e e n  t h e  two  

n u c l e o n s .

(3 E )  The T e n s o r  F i e l d .

The c a l c u l a t i o n  f o r  t h i s  c a s e  can  b e  c a r r i e d  o u t  

i n  a s i m i l a r  way to  t h a t  f o r  t h e  s c a l a r  and v e c t o r  

f i e l d s  i n  t h e  l a s t  two s e c t i o n s ,  so h e r e  we s h a l l  o n l y  

q u o t e  t h e  r e s u l t .
  I

14— J». r  2 ‘ ' <7 ) C<r n7) ^ q>(\;

A g a i n  we s e e  t h e  p o t e n t i a l  i n v o l v e s  t h e  " i n f i n i t e "  

t e r n  c ? ' . V  4 ^;  , a n d  t h e  e x p r e s s i o n  a g a i n  d i f f e r s

fr o m  t h a t  o f  H o l l e r ’ s .

A l t h o u g h  t h e  n u c l e a r  i n t e r a c t i o n s  d e d u c e d  f r o m  

F l i n t ’ s  t h e o r y  a r e  n o t  so w e l l  i n  a c c o r d  w i t h  e x p e r i 

m en t  a s  t h o s e  d e r i v e d  f r o m  t h e  o t h e r  f o i m s  o f  t h e  f i v e  -  

d i m e n s i o n a l  t h e o r y ,  y e t  t h e  p r e s e n t  s t a t e  o f  m eso n  

th eo ry ;  s u g g e s t s  t h a t  t h e  d i f f i c u l t i e s  l i e  f o r e m o s t  i n

t h e  m eso n  t h e o r y  i t s e l f ,  and  t h a t  no d e f i n i t e  c o n -
I

e l u s i o n s  can b e  drawn b y  c o m p a r i s o n s  o f  d i f f e r e n t  f o r m s  

f o r  t h i s  t h e o r y .  The o n l y  i m p o r t a n c e  o f  t h e  i n v e s t i 

g a t i o n  c a r r i e d  o u t  i n  t h i s  c h a p t e r  l i e s  i n  t h e  dem on-
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s t r a t i o n  t h a t  t h e  d i f f e r e n t  f o r m s  o f  t h e  f i v e - d i m e n s i o n a l  

t h e o r i e s  ^  l e a d  t o  q u a n t i t a t i v e l y  d i f f e r e n t  r e s u l t s ,  

and when t h e  t h e o r y  o f  t h e  n u c l e u s  i s  i n  a m ore  

a d v a n c e d  s t a t e ,  t h e s e  d i f f e r e n c e s  may l e a d  t o  some  

d i r e c t  t e s t  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  e i t h e r  o f  t h e s e  f i v e 

d i m e n s i o n a l  t h e o r i e s .

-p.
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Sangnary of  the  C o n tr ib u t io n s  o f  the  T h e s i s  to  the Theory 

o f  the  Fundamental P a r t i c l e s .

.--■'Tsî;

We' conclude t h i s  t h e s i s  w i t h  a summary o f  the  main 

c o n tr ib u t io n s  conta ined  in  t h i s  t h e s i s  to the theory  o f  

fundamental p a r t i c l e s .

(1 )  A s o lu t io n  i s  g iven  to  the pentad problem (p . 3 0 -4 8 ) .

( 2 ) The Bhabha equation i s  put in  a form v a l id  fo r  any

system of c o - o r d in a t e s  (p . 4 9 -6 1 ) .

( 3 ) A combination o f  two procedures  due to Temple and 

Schroedinger i s  suggested a s  the s im p le s t  method o f

' t r e a t i n g  the Dirac equation  (p .  68-950*

( 4 ) The e n e r g y - l e v e l s  fo r  a hydrogen atom in  the  

hypersphere are determined (p .  8 0 -9 5 ) .

( 5 ) The Bhabha equation i s  formulated in  Weyl ’ s u n i f i e d

f i e l d  th eo ry  (p .  96^101).

(6) The i n t e r a c t io n  between two n uc leons  i s  eva luated  

fo r  th e  d i f f e r e n t  forms o f  F l i n t ’ s f iv e - d im e n s io n a l  

meson theory (p. 1 0 5 -1 1 8 ) .
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R e f e r e n c e s .

The f o l l o w i n g  a b b r e v i a t i o n s  a r e  u s e d : -  V I ot

P . E .  P h y s i c a l  R e v i e w .  , - V -

P . E . I , A .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  R o y a l  I r i s h  A cad em y.
S e r i e s  A.

P . R . S .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  R o y a l  S o c i e t y .
S e r i e s  A.

2 . P . Z e i t s c h

Bargmann 1 9 3 3

B e t h e 1 9 4 0

B habha 1 9 4 4

Bhabha 1 9 4 5 ( a )

B habha 1 9 4 5 ( b )

G a r ta n 1 9 3 8

D a r w i n ’ 1 9 2 8

D i r a c 1 9 2 8 ( a )

D i r a c 1 9 2 8 ( b )

D i r a c 1 9 3 6

D i r a c 1 9 4 7

E d d i n g t o n  1 9 3 6
(

E d d i n g t o n 1 9 3 7

E d d i n g t o n 1 9 4 6

S i t z .  P r e u s s .  A k a d .  

P . R .  5 7 .

p . 1 0 5  

•d . 2 6 0  & 3 9 0

R e p o r t s  on P r o g r e s s  i n  P h y s i c s
p * S 5 3

1 7  ' p . 2 0 0

21A p . 2 4 1Pro e . l a d . A c a d . P e l .

l e ç o n s  s u r  l a  T h é o r i e  
d e s  S p i n e u r s  2 v o l s .  Hermann & Go.

P . H .  S .  

P . E . S .  

P . H . S .  

P . 2 .  S,

1 1 8

1 1 7

1 1 8  

1 $ 5

p .  6 54

p . 6 1 0

p . 351  

p . 4 4 7

Quantum M e c h a n i c s  3 r d .  e d i t i o n  O x fo r d

R e l a t i v i t y  T h e o r y  o f  P r o t o n s  
& E l e c t r o n s  C . U . P .

M a t h e m a t i c a l  T h e o r y  o f  
R e l a t i v i t y  2 n d .  e d i t i o n  C . U . P ,

F u n d a m e n t a l  T h e o r y C . U . P
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Fierz

F i erz 
& P a u l i  
Fierz  
& P a u l i

F l i n t

F l i n t

F l in t

F l i n t

F o c k

Frenkel

F r o h i io h ,

Fuchs

Gordon

H arish-
Chandra

Harish-
Chadra

E a r ish -
Chandra

Huff \

I n f e l d

1 9 3 9 ( a )

1 9 3 9 ( b )

1 9 3 9 ( c )

1 9 4 0 ( a )

1 9 4 0 ( b )

1 9 4 2

1 9 4 5  

1 9 2 9  

1 9 3 4  

E e i t l e r  

1 9 4 0

1 9 2 6

1 9 4 6  

1 9 4 7 ( a )

1 9 4 7 ( b )

1 9 3 1

1 9 3 2

H e l v . P h y s . A c t a  

H e l v . P h y s . A c t a  

P . 2 . S. 1 7 3

P h i l .  Mag.  

P h i l .  Mag.  

P h i l .  Mag.

P . 2 .  S.

Z.P.

12
12

29

29

33

1 85

75

p . 3 

p . 2 9 7  

p . 91

p . 3 3 0  

p . 4 1 7  

p . 3 6 9  

p .  14

p .  2 61

A d v a n c e d  Wave M e c h a n i c s  O x f o r d .

& 2emmer l Q . 3 8  P . H . S .  1 6 6  ■ p . 1 5 4

P r o c . 2 o y . S o c .  E d i n b u r g h  6 0  p . 1 0 0
& 1 4 1

Z . P .

P . H . S .

P . 2 .

4 0

1 8 6

71

I n f e l d  &. 1 9 3 3  
Van d e r  Waerden  
I n f e l d  1 9 4 1

E a l F z a  1 9 2 1

Kemmer 1 9 3 8 ( a )

Kenmier 1 9 3 8 ( b )

Kemmer 1 9 3 9

P r o c .Gamb.P h i l . S o c . 4 3  

P . 2 .  ' 38

P h y s . Z e i t .  1 3 3

S i t z .  P r e u s s .  A k a d .

• p . 2 .  5 9

S i t z .  P r e u s s . A k a d .  

P . H . S .  1 6 6

P r o c .  Gamb . P h i l .  Soc . 34  

P . H . S .  1 7 3

p . 1 1 7

p . 5 0 2

p .  793

p .  4 1 3  

p .  5 0 1  

p . 4 7 5  

p . 3 8 0  

p . 73 7  

p .  966  

p . 1 2 7  

p .  3 54  

p . 91
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Kemmer 1 9 4 3 P r o 0 . 0 a m . P h i l , S o c . 39 p . 1 8 9

K l e i n 1 9 2 6 . z . p . 37 p .  895

v o n  l a u e 1 9 3 4 P r e u s  s . A k a d . W i s s . 18 p .  30 5  ‘

L e l g h - P a g e  1 9 3 0 B . B / 36 p .  4 4 4

L u b a n d r i 1 9 4 2 ( a ) P h y s i c a 9 p . 3 1 0  
& 3 2 5

Luban dr i  1 9 4 2 ( b )  
& So s e  n f  e l d

P h y s i o a 9 p . 1 1 7

M o g l i o h 1 9 2 8 Z . P . 4 8 p , 8 5 2

M o l l e r  1 9 4 0  
& So s e n  f e I d  
M o l l e r  1 9 4 3  
& ' S o s e n f e l d  
Mo H e r  1 9 4 1

L e t  , K g l . L a n s k . V i d .  

L e t  . K g l . D a n s k . V i d . 

L e t  . K g l . L a n s k . V i d .

17

2 0

18

p . 8

p . l

p . i

\ M urnagban 1 9 3 8 The Theor^^ o f  Group S  
John  H o p k i n s  P r e s s .

e p r e  s e n t a t i o n s

von  Neumann 1 9 2 8 S . P . 4 8 p . 86 8

P a i  s 1 9 4 1 P h y s i c a 8 p . 1 1 3 7  ' 1

P a i s 1 9 4 2 P h y s i c a 9 p . 2 6 7

P a u l i 1 9 3 3 ( a ) A n n . d e r  P h y  s . 18 p . 3 0 5  
& 3 3 7

■

P a u l i 1 9 3 3 ( b ) E a n d b u o h  d e r  P h y  s .  24 P a r t  1 .  p . 83

P a u l i 1 9 3 6  • A n n a l s  I n s t . K , P o i n c a r é  6 p . 1 3 7  .

P a u l i 1 9 4 0 P . S . 58 p .  716

P a u l i 1 9 4 1 R e v i e v j s  o f  M odern  P h y s i c s  13 p<,203

P o d o l s k i  
& B r a n s o n

1 9 4 0 P . S .  ■ 57 p . 4 9 4

S a c a h 1 9 3 7 S e n d i c .  L i n c l i 25 p . 2 2 3

R a o 1 9 4 2 P r o c . I n d . A c a d .  S c i .  A , 15 p . 1 3 9

S a u t e r 1 9 3 0 2 . P . 63 p .  803
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S c h r o e d i n g e r 1 9 3 2 S i t 2 ,  P r e u s s .  Akad • p . 1 0 5

S c h r o e d d n g e r 1 9 3 8 ( a )  C o m m e n t a t i o n e s  P o n t i f i c i a  
^ d a d e m ia  S c i e n t i a r u m  2 p . 3 2 1

S c h r o e d i n g e r 1 9 3 8 ( b )  A n n . d e r . P h y s . 32 p . 4 9

S c h r o e d i n g e r 1 9 3 9 P h y s i c a 6 p . 89 9

S c h r o e d i n g e r 1 9 4 0 ( a )  P . E . I . A , 4 6 p . 9

S c h r o e d i n g e r 1 9 4 0 ( b ) '  P . E . I . A . 4 6 p .  25

S c h r o e d  i n g e r 1 9 4 1 P . R . I . A . 4 6 p . 1 8 3

S c h r o e d i n g e r 1 9 4 3 p . h . i . a . 4 8 p .  1 3 5

S t e v e n s o n  1 9 4 1 P , 2 , 59 p .  842

T a u h , V e b l e n  & 
1 9 3 4

von Neumann 
N a t , A c a d ,  S c i . P r o c . 2 0 p . 383

Taub 1 9 3 7 P . R , ' 5 1 p . 5 1 2

Tem ple  1 9 3 0 P . H . S . 1 2 7 p . 3 4 9

Tem ple  1 9 3 1 An I n t r o d u c t i o n  t o  
T h e o r y .  W i l l i a m s

Quantum  
Sc Nor  g a t e

Tem ple  1 9 3 4 P . P .  S. 145 p .  3 4 4

T e t r o d e  1 9 2 8 Z . P , 4 9 p . 858

U h l e n b e c k  & 
L a p o r t e  1 9 3 1 P . P . 3 7 p , 1 3  8(

V e b l e n  Sc 
H offm an n  1 9 3 0 P . P . 3 6 p .  8 1 0

Van d e r  
Waerden

Weyl

Weyl

Weyl' & 
B r a u e r

1 9 3 2

1 9 2 2

1 9 3 1

1 9 3 5

L i e  G r u p p e n t h e o r i t i s o l i e  M e t l io d e  i n  
d e r  Q u a n t e n m e o h a n i o . J u l i u s  S p r i n g e r

%)a'oe, Time & M a t t e r ,  E n g l i s h  
T r a n s l a t i o n , * M e t h u e n ,

T h e o r y  o f  G ro u p s  & Quantum M e c h a n i c s .  
E n g l i s h  T r a n s l a t i o n ,  M e t h u e n .

A m e r .J ,  o f  M a t h s . 57  p . 4 2 5
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Weyl

Yukawa

1 9 3 9  ■ 

1 9 3 5

Yukawa &
S a k a t a  1 9 3 7

The C l a s s i c a l  G r o u p s .  P r i n c e t o n .
I

P r o o * ? h .y s . I . î a t h .  Soo . J a p ,  1 7  p . 4 8

P r o c . P l x y s . K a t h .  Soc , J a p .  1 9  p . 1 0 8 4

Y u k a w a , S a k a t a  & T a k e t a n i
1 9 3 8  P r o c . P h y s . M a t h . S o c . J a p . 2 0  p . 3 1 9 ,  

7 2 0 .


